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MÉMOIRE 


. SUR LA 
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES 
DU PREMIER HA 


en nombres entiers. 


Supposons quil s'agisse de résoudre, en nombres entiers, une équa- 
tion indéterminée du premier degré à plusieurs inconnues. Si ces incon- 
nues se réduisent à deux 

XL, Ÿ; 
l'équation indéterminée sera de la forme 

(1) ax + by = k, 

a, b, Æ désignant trois quantités entières, et ne pourra étre résolue que 


Ez. d’An. et de Ph. math., T. II. (13° livr.) I 


1651 
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mm “à e 4 
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/ 
(2 
dans le cas où le plus grand commun diviseur de « et de b divisera 4. s. 


Mais alors on pourra diviser les deux membres de l'équation (1) par ce 
plus grand commun diviseur; et, comme on pourra, en outre, si a est né- 

. . . . , . + 
gatif, changer les signes de tous les termes, il est clair que l'équation (1) 


pourra être réduite à la forme 


(2) | RE EE RAIPAENSE L) 


l, m, n désignant trois nombres entiers, et m, n étant premiers entre eux. 


Observons maintenant que l'équation (2) coïncide avec l’équivalence 


: mx = “Æ\l, (mod, 


; LS 
(3) LT = + " (mod. n), 
et qu'en vertu de la formule 


EE (modi 


l 
m mm” 


la résolution de l’équivalence (3) peut être réduite à celle de la suivante 
(4) x = À, (mod.n), 


D'autre part, si 2 est un nombre premier, on aura, d’après un théo- 
rème connu de Fermat, 


(5) m'' = 1, (mod.n), 


par conséquent 


- = m*?, (mod. »). 


Donc alors m"—* sera une des valeurs de x propres à vérifier l’équiva- 
lence (4); de sorte qu’on résoudra cette équivalence en posant 


(6) n = m"?, (mod. 7). 


Telle est la conclusion très simple à laquelle M. Libri et M. Binet sont 
- parvenus pour le cas où le module z est un nombre premier. Pour étendre 


FA 


< 


, #n CE 


(3) 


cette même solution à tous les cas possibles, il suffirait de substituer au 
théorème de Fermat le théorème d’Euler suivant lequel, 2 étant un mo- 
dule quelconque, et m un entier premier à 7, on aura généralement 


(3) mN = 1, (mod. »), 


si l’exposant N renferme autant d’unités qu’il y a de nombres entiers in- 
férieurs à n et premiers à n (*). En effet, l'équation (7) étant admise, on 
en conclura 


— = mN-1, (mod. n); 


et, par conséquent, 


mN—1 


(*) M. Poinsot nous a dit avoir remis autrefois à M. Legendre une Note manuscrite 
dans laquelle il avait ainsi étendu à des modules quelconques la solution présentée par 
M. Binet, et relative au cas où N est un nombre premier. Dans cette même Note, 
M. Poinsot donnait du théorème d’Euler la démonstration suivante, analogue à celle 
qui, dans le Mémoire de M. Binet, se trouve appliquée au théorème de Fermat. 


Soient 


Ba bec 


la suite des entiers inférieurs à #, mais premiers à n;, N le nombre de ces entiers, et m 
l’un quelconque d’entre eux. La suite 


m, am, bm, cm,... 
se composera encore de termes, premiers à n, mais qui, divisés par #7, donneront des 
restes différents. Donc chaque terme de la seconde suite sera équivalent, suivant le 
module 7, à un seul terme de la première, et l’on aura 

1.a.b.c...=m.am.bm.cem... = 1.a.b.c...mN, (mod. n), 
ou, ce qui revient au même, 


taux Die €. (mN — 1)= 0, (mod.n), 


puis on en conclura 


3 
| 
l 


: ! o, ou mN\æ 1, (mod. n). 


(4) 


Le 


sera l’une des valeurs de æ propres à vérifier l’équivalence (4), de sorte 
qu’on résoudra cette équivalence en prenant 


(8) x = mN\—1, (mod. n). 


L’équivalence (4), étant résolue comme on vient de le dire, entrai- 
nera la résolution de l’équivalence (3) qui coincide avec l'équation (2), et 


par suite, la résolution de l'équation (1), dans le cas où le plus grand” 


commun diviseur de & et de b divisera 4. On résoudra, en particulier, l'é- 
quivalence (3) en prenant 


(0) æ = + mN—1/, (mod. n). 
En résumé, l’on pourra énoncer la proposition suivante. 


1% Théorème. a, b, k désignant trois quantités entières, on pourra 
résoudre en nombres entiers l'équation indéterminée 


(1) ax + by = Kk, 


si le plus grand commun diviseur de a et de b divise À. Supposons d’ailleurs 
qu'en divisant a, b, € par ce plus grand commun diviseur, et changeant 
s'il est nécessaire les signes de tous les termes de l'équation ainsi obtenue, 
on la réduise à la suivante 


(2) mi Ne > ln 
ou, ce qui revient au même, à l’équivalence 


/ 
(3) æ—E —, (mod. 7), 


l,m, n désignant trois nombres entiers, et m, n étant premiers entre eux. 
Pour vérifier l’équivalence (3), il suffira de poser 


Ne 
æ=%tm  l,(mod.n), 
N désignant le nombre-des entiers inférieurs à 7, mais premiers à n. 
Corollaire 1*. L’équation indéterminée 


ax + by = k 


, «®) 

* est toujours résoluble en nombres entiers, non-seulement lorsque les 
coefficients a, b des deux inconnues sont premiers entre eux, mais aussi 
lorsque la valeur numérique du terme tout connu # est égale au plus grand 
commun diviseur de a, b, ou divisible par ce plus grand commun diviseur. 
Par suite le plus grand commun diviseur de deux quantités entières «, b 
peut toujours être présenté sous la forme 


ax + by, 
x, y désignant encore des quantités entières. 


Corollaire 2°. l,m, n désignant trois nombres entiers, et 7», nr étant 
premiers entre eux, on peut toujours satisfaire par des valeurs entières 
de x, y, à l'équation 


mx — HomeaE |. 


D'ailleurs les diverses valeurs de x propres à vérifier cette équation, ou, 
ce qui revient au même, l’équivalence 


x = + _ (mod. 7), 


sont toutes équivalentes entre elles suivant ce module 7; en sorte que, l’une 
d’elles étant désignée par £, on aura généralement 


X—=E+n2, 


z désignant une quantité entière positive ou négative. 
On déduit aisément du premier théorème celui que nous allons énoncer. 


2° Théorème. Soient 


n = n, mn, 


un module décomposable en deux facteurs n,,n,, premiers entre eux; r lun 
quelconque des entiers inférieurs à 7, mais premiers à n; et 


Tr, r, 


les restes qu'on obtient, quand on divise r par le premier ou le second des 


deux facteurs 


T1 11; 


1 


NL! 


(6) e 


Fr à 


Non-seulement à chaque valeur de r correspondra un seul système de 
valeurs der, ,r,; mais réciproquement à chaque système de valeurs de r,,r,, 
correspondra une seule valeur de r. 


Démonstration. D'abord r, étant le reste de la division de r par n, 
sera complétement déterminé quand on connaîtra r, et l’on pourra en dire 
autant de r,. De plus, à deux valeurs données de 


correspondra une valeur de r qui devra être de chacune des formes 
d Se n,x, Ty SF LOT se 
x, y désignant deux quantités entières. Or les deux équations 
r=r+nx, r=r, tn, 
entraîneront la formule 


if DE n, Lis FT n,J'> 


ou 


LT = Ty TS 


et les valeurs de x, propres à vérifier cette formule, seront de la forme 
£ ne re 


Z désignant l’une quelconque de ces mêmes valeurs, et z une quantité en- 
tière positive ou négative. Cela posé, si l’on fait, pour abréger, 


Tr +n ER, 
1° 7 id ; 
: équation 
r=Tr + n,x 
donnera 
r=R+nn,z, 


ou, ce qui revient au même, 


r= R À nz. 


wi (#9 

Or, puisque les diverses valeurs de 7 que déterminerait cette dernière 
équation, si la quantité entière z restait arbitraire, sont équivalentes 
entre elles suivant le module 7, il est clair qu’une seule sera positive et in- 
férieure à 2. Donc à des valeurs données de r,,r,, correspondra une seule 
valeur de r, positive et inférieure à n. Si l’on étend le théorème 2 au cas où 
le module 7 est décomposable en plus de deux facteurs, on obtiendra la 
proposition suivante. 


3° T'héoreme. Soient 


CES MAUR CU à 
un module décomposable en plusieurs facteurs 


AR OU te TR RE 


ui soient tous premiers entre eux; r l’un quelconque des entiers infé- 
q 
rieurs à 23 et 


Li 


Mori he ant 


11? 


les restes qu’on obtient quand on divise r par lun des facteurs 


D) Ds jose 


Non-seulement à chaque valeur de r» correspondra un seul système de 


. , A à 
valeurs de r,,r,,r,,...; Mais réciproquement, à chaque système de 


valeurs de r,, r,, r””,..., correspondra une seule valeur de r. 


Démonstration. En raisonnant comme dans le cas où les facteurs 7, 
n,,... se réduisent à deux, on prouvera d’abord qu’à chaque valeur de r 


répond un seul système de valeurs de r,, r,,r,,... Soient d’ailleurs 


n' 


le produit des facteurs de z différents de 7,, en sorte qu'on ait 


12 
Te Ne LITRES 


et nommons r' le reste de la division de r par n'. En vertu du théorème 1°, 


si les facteurs 7,, n,,n,, se réduisent à trois, on verra correspondre une 


41? 


(8) 

seule valeur de r° à chaque système de valeurs de r.,,,r,,, et une seule va- 
leur de r à chaque système de valeurs de r,, r', par conséquent à chaque 
système de valeurs de r,, r,, r,,. Ainsi l’on passe facilement du cas où 
le nombre des facteurs de 7 est 2, au cas où ce nombre devient égal 
à 3. On passera de la même manière du cas où il existe trois facteurs 
de 7 premiers entre eux, au cas où il en existe quatre, et ainsi de 
suite. Donc le troisième théorème est généralement exact, quel que soit 
le nombre des facteurs premiers de n. 


Corollaire. Le module 


R'—= n,n, 1088. 
étant décomposable en facteurs 


T,,,,5.. . 


qui soient premiers entre eux, nommons toujours 


r , l'un quelconque des entiers inférieurs à z , mais premiers à » ; 
r,, l'un quelconque des entiers inférieurs à n,, mais premiers à 7 ; 
, . . rite \ Q Q Al 
r,, lun quelconque des entiers inférieurs à 7,,, mais premiers àn,, 


etc. ; 
et soient en outre 


N , le nombre des valeurs de 7; 
N,, le nombre des valeurs de r ; 
N,, le nombre des valeurs de r,, 


etc. 


Les systèmes de valeurs que l’on pourra former en combinant une valeur 
de r, avec une valeur de r,,, avec une valeur de r,,,..., seront évidemment 


en nombre égal au produit 
N,N,N 


u''": 


Donc, puisqu'à chacun de ces systèmes correspond une seule valeur de 


LE 7 ? 


(9) 


r, et réciproquement, on aura 
NA NON EN nee 


Il sera facile maintenant de résoudre la question que nous allons 
énoncer. 


1* Problème. Déterminer le nombre N des entiers inférieurs à un module 
donné 7, et premiers à ce module. 


Solution. Pour résoudre aisément ce problème, il sera bon de con- 
sidérer successivement les divers cas qui peuvent se présenter, suivant que 
le module z est un nombre premier, ou une puissance d’un nombre pre- 
mier, ou un nombre composé quelconque. 

Or, 1° si le module 7 est un nombre premier, alors les entiers 


RS EN RE RE RE d'A LUE: PA 


non supérieurs au module n, étant tous, à l'exception de 7, premiers à ce 
module, on aura évidemment 


(10) N=n—1:. 


Alors aussi, la solution que fournira le 1° théorème pour une équation 
indéterminée, ne différera pas de la solution donnée par M. Libri et par 
M. Binet. 


_2°. Si le module 


se réduit à une certaine puissance d’un nombre premier », alors parmi les 


entiers 
1”. 2, DU TURIN Ur, 
dont le nombre est , les uns, divisibles par », seront le produit de » par 
les entiers 
+ nr 
Fe FIRE. a 4 
; . 

3 71 . x . . A 

dont le nombre est -; les autres, premiers à , ou, ce qui revient au même, 


à n, seront évidemment en nombre égal à la différence 


IL I 
n—=n( — :). 
y y 


(Ex. d’An. et de Ph. math., T. IL, 15° livr.) 


k 


(10) 


On aura donc 


(11) N=n(i—:)=— ya—1 (y — 1). 


3°. Si le module x est un nombre entier quelconque, on pourra tou- 
jours le décomposer en facteurs dont chacun se réduise à un nombre 
premier ou à une puissance d’un nombre premier. Nommons 


n, 1, 1; 


ces mêmes facteurs, en sorte qu'on ait 


TL — n,n,n,, 


et 


NON désignant des nombres premiers distincts les uns des au- 


tres. Représentons d’ailleurs 


\ 


par N, le nombre des entiers inférieurs et premiers à »,: 


\ 


par N, le nombre des entiers inférieurs et premiers à 7, ; 


par N,,le nombre des entiers inférieurs et premiers à n,,, 


etc: 


Le corollaire du 3° théorème donnera 
(12) N—NN,N,.…, 


puis on en conclura, eu égard à la formule (11), 


en Nerf 


ou, ce qui revient au même, 


(14) Nr Es TT NE a RE UT TRE 


Corollaire. Lorsque le module n se réduit au nombre 2, ou plus gé- 


(um) 
néralement à une puissance 2° de ce même nombre, la valeur de N, en 


vertu de la formule (10), ou (11), se réduit à l’unité ou plus généralement 
à t—1, en sorte qu'on à 


NRC 7. 


Revenons maintenant au premier théorème. On peut évidemment, 
dans ce théorème et dans les formules (8), (9), remplacer le nombre N 
des entiers inférieurs au module n, mais premiers à n, par l’une quel- 
conque des valeurs de z pour lesquelles se vérifie l’équivalence 


(15) mi = 1, (mod. 7). 


Or parmi ces valeurs il en existe une, inférieure à toutes les autres, et qui 
pour ce motif doit être employée de préférence. D'ailleurs cette valeur 
particulière de z jouit de propriétés remarquables qui peuvent servir à la 
faire reconnaître et calculer. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Les nombres entiers m, n étant supposés premiers entre eux, l’unité 
sera certainement, dans la progression géométrique 


, Va De TRUITE 


3... 


le premier terme qui se trouve équivalent, selon le module 7, à l’un des 
termes suivants. En effet, une équivalence de la forme 


m'= m'+i, (mod. x), 


dans laquelle ! et £ seraient entiers et positifs, entraînera nécessairement 
une autre équivalence de la forme 


1 —=m', (mod.n), 
dans laquelle le terme m! de la progression se trouverait remplacé par 
l'unité. A joutons que, si m' représente la moins élevée des puissances én- 
tières et positives de »m, équivalentes à l’unité suivant le module 7, le reste 


que l’on obtiendra en divisant par # les termes de la progression 


INTNNS NN, 


(12) 


formeront une suite périodique, dans laquelle les : premiers termes seront 
différents les uns des autres. Représentons par 


TL, UE, TL, IN TD) 


ces premiers termes. Comme, dans la progression dont il s’agit, deux termes 
seront équivalents entre eux suivant le module 7 quand ils répondront à 
des exposants de la base m équivalents entre eux suivant le module à, on 
aura évidemment 


[ M = m! = MS, me 
MUR NS ARE de NE TL) 
(16) 1 PR OR ND | (mod. ») 
etc. , 
Re Nr 7 rm DE AM ME EE 


L’exposant de la puissance à laquelle il faut élever la base m pour obtenir 
un nombre équivalent suivant le module 7 à un reste donné, est ce 
qu'on nomme l'indice de ce nombre ou de ce reste. Cela posé, il est 
clair que, dans les formules (16), les indices correspondants au reste : se- 
ront représentés par les exposants 


OF LINALSTUERS 
les indices correspondants au reste =" par les exposants 
RE ce 000 PARCOURS 
les indices correspondants au reste m" par les exposants 
2, a NA 25e 
etc... enfin les indices correspondants au reste 77€" par les exposants 


l— 1, 21 — 1, Bit, .….. 


Donc, puisque les restes 


LT NL ON RS RITI TL) 


(13) 
seront tous inégaux entre eux, les seuls indices positifs de l'unité seront les 
divers multiples de i; et le plus petit de ces indices ou le nombre i mon- 
trera combien la suite périodique des restes, indéfiniment prolongée, ren- 
ferme de restes différents. L'étendue de la période formée avec ces restes 


| PVR), en TU 


se trouvera donc indiquée par le plus petit des indices de l'unité, auquel 
nous donnerons, pour cette raison, le nom d’indicateur. Cela posé, on 


pourra évidemment énoncer la proposition suivante. 


4 Théorème. m, n désignant deux nombres entiers, et » étant 
premier à 7, les seules puissances entières et positives de m qui seront 
équivalentes à l'unité suivant le module z, seront celles qui offriront pour 
exposants l'indicateur ? correspondant à la base mn et ses divers multiples. 


On déduit immédiatement du 4° théorème celui que nous allons 


énoncer. 


5° Théorème. Si le module z est décomposable en divers facteurs 


=. s 
D, ll,»..., en, SOrte qu on ait 
ET ON CRE 
et si, la base m étant un nombre premier à n, on nomme 
L'ILE 
les indicateurs correspondants aux modules 


7, UE CCE, 


l'indicateur i, correspondant au module n, sera le plus petit nombre entier 
qui soit divisible par chacun des indicateurs ë,, i,,... 


Démonstration. En effet, l'indicateur à correspondant au module 7 sera 
la plus petite des valeurs de pour lesquelles se vérifiera la formule 


m=1, (mod.z). 


(14) 
D'ailleurs, n étant égal au produit des facteurs »,, n,,..., cette formule en- 
trainera les suivantes : 


m=1, (mod.n), m'=1,(mod. ;), etc. 


Donc, en vertu du théorème précédent, z devra être à la fois un des mul- 
tiples de »,, un des multiples de n,,... Donc la valeur cherchée de à sera la 
plus petite de celles qui seront à la fois divisibles par n,, par n,,...…. 

L’indicateur , correspondant à un module donné n, varie générale- 
ment avec la base m, mais cette variation s'effectue suivant certaines lois, 
et l’on peut énoncer à ce sujet les propositions suivantes. 


6° Théorème. Si la base m est décomposable en deux facteurs 


m,, Mm 


1? 1 


auxquels correspondent des indicateurs 


. . 


L,, lp 


premiers entre eux, dans le cas où le nombre n est pris pour module; on 
aura non-seulement 

m—= m,,, 
mais encore, en désignant par à l'indicateur correspondant à la base m et 
au module », 


Démonstration. L'indicateur i relatif à la base m2 vérifiera la formule 


mi=1, (mod. 7) 
de laquelle on tirera 


mi=i, Mmi=1,etc., 
et généralement, si l’on désigne par j un multiple quelconque de 1, 


(17) mi= 1, (mod. n), 


(15) 


ou, ce qui revient au même, 


(18) mim,/=1, (mod. n). 


D'autre part, les indicateurs à, i,,, relatifs aux bases m , m,, vérifieront les 


équivalences 


1? 


(19) m'=1, Mmu—=i, (mod.n); 


et il suffira que à, divise j pour que la première des formules (19) entraine 
l’équivalence 
mi =1, (mod. 7), 


par conséquent, eu égard à la formule (18), l’équivalence 


m/=1, (mod.n), 
qui suppose (voir le 4° théorème) j divisible par £,. Ainsi, de ce que le 
nombre à vérifie l’équivalence 


m'= 1, (mod. 7), 


il résulte que tout multiple dei, divisible par i,, sera en même temps divi- 
sible par i,; en sorte que à, divisera nécessairement le produit ä,, et par 


suite le nombre i, si £,,i, sont premiers entre eux. Mais alors ? divisible par 


i, devra l'être pareïllement, et pour la même raison, par à. Donc, si à, 4, 
sont premiers entre eux, tout nombre i, propre à vérifier l’équivalence 


m= 1, (mod. x), 


sera divisible par le produit £ à, et l'indicateur correspondant à la base », 
ou la plus petite des valeurs de à pour lesquelles on aura 


m'=1, (mod.n), 


devra se réduire à ce produit. 


7° Théorème. Soient 


(16) 


les indicateurs correspondants à deux bases diverses 


DL SUTL ee 


mais à un même module n. Le plus grand commun diviseur œ des indica- 
teurs à, &,, pourra être décomposé, souvent même de piusieurs manières, 
en deux facteurs x, v tellement choisis, que les rapports 


soient des nombres premiers entre eux; et, si l’on pose alors 


La 


m—= MIN, 
l'indicateur £, relatif à la base m, sera le plus petit nombre entier que 


puissent diviser simultanément les indicateurs à, à. 


Démonstration. Concevons que le plus grand commun diviseur « de 
i,, à, soit décomposé en facteurs 


PRE te 


dont chacun représente un nombre premier, ou une puissance d’un nombre 


premier. Deux produits 
LH: 


formés avec ces mêmes facteurs, de manière que l’on ait 


LV D 
fourniront pour les rapports 


des nombres premiers entre eux, si l’on fait concourir chaque facteur, par 
exemple le facteur &, à la formation du produit w, quand « est premier 


NL 5 : OL : 
à ‘; du produit sv, quand « est premier à <; enfin du produit x ou du 
œ [4 


produit v indifféremment, quand & est premier à chacun des deux nombres 


{ À 

dry Pa 
Les deux produits w, v étant formés, comme on vient de le dire, pour 
déduire le théorème 7 du théorème 6, il suffit d'observer que, 


étant les indicateurs relatifs aux bases 


HAT 


les nombres entiers 


et que, ces indicateurs étant premiers entre eux, la base m déterminée par 
la formule 


Or cette dernière valeur # sera précisément le plus petit nombre entier que 
puissent diviser simultanément les indicateurs à, à, 


Corollaire 1°". Pour montrer une application du théorème 7, considé- 
rons en particulier le cas où l’on aurait 


TETE 
m, = 5, NAT? 29 
Comme 
54 et 29° 


seront les puissances les moins élevées des nombres 5 et 29, qui, divisées 
par le module 78, donneront pour reste l'unité, on aura nécessairement 


A EN Me 0 
et par suite 
DE BEM NEA 


Ex. d'An. et de Ph. math., T. AI. (45° livr.) a. 


le second seul sera premier au facteur 2 de œ. Cela posé, pour obtenir 
une base m7 correspondante à l'indicateur 


À me et TES 
il suffira de prendre 
MNT MN A" 
et, puisque 
5.29° = 71 = — 7, (mod.78), 
il suffira de prendre 
NT 71. 


Effectivement, 71'* est la première puissance de 71 qui, divisée par 78, 
donne pour reste l’unité. 


Corollaire 2°. Étant données deux bases 
UNIT 
qui correspondent à deux indicateurs différents 


L,, L, ? 


on peut toujours trouver une troisième base 
mn 


qui corresponde à l'indicateur 1 représenté par le plus petit des nombres 
qui divisent à la fois les deux indicateurs donnés. 


Corollaire 3°. Soient 


mt ,;, nt,» m,,,; 


( 19) 


trois bases différentes, et 


ty ? 


les indicateurs qui correspondent à ces trois bases, mais à un seul et 
même module 7. Si l’on nomme £’ le plus petit nombre que diviseront si- 
multanément À, et i,, le plus petit nombre £ que pourront diviser simul- 
tanément é et i’ sera en même temps le plus petit des nombres divisibles 


par chacun des trois facteurs 
[| 


D'ailleurs, à l’aide du 7° théorème, on pourra trouver non-seulement une 
base m' correspondante à l'indicateur à’, mais encore une base m cor- 
respondante à l'indicateur i. Donc, étant données trois bases différentes 
avec un seul module ,-on peut toujours trouver une nouvelle base qui 
corresponde à l'indicateur représenté par le plus petit des nombres que 
divisent les trois indicateurs correspondants aux trois bases données. En ap- 
pliquantunraisonnement semblable au cas où l’on donnerait quatre ou cinq 
bases au lieu de trois, on obtiendra généralement la proposition suivante. 


8° Theorème. Etant données plusieurs bases différentes 


My M, My, ee) 


avec un seul module z, on peut toujours trouver une nouvelle base qui 
corresponde à l'indicateur représenté par le plus petit des nombres que 
divisent à la fois les indicateurs correspondants aux bases données. 


Corollaire. Si le système des bases données 


11 PRET 
comprend tous les entiers inférieurs au module donné » et premiers à ce 
module , les indicateurs 


Cv: Of Matos 
relatifs à ces mêmes bases, seront tous ceux qui peuvent correspondre au 
module 7, Cela posé, on doit conclure du théorème 8 que tous les indi- 


cateurs correspondants à un module donné divisent un même nombre qui 
LEA 


(20) 
coincide avec l’un de ces indicateurs. Il est d’ailleurs évident que ce dernier 
doit être le plus grand de tous les indicateurs, ou celui qu’on peut appeler 
l'indicateur mazximum.Nommons I cet indicateur maximum. En vertu de la 
remarque précédente et du 4° théorème, l’équivalence 


(20) mi = 1, (mod.n) 


se trouvera vérifiée toutes les fois que le nombre m sera premier au mo- 
dule z; et, dans cette supposition, l’on résoudra en nombres entiers l’é- 
quation 

US On LP nt ee AE 


en prenant 
(21) UMR MA UT: 


Il nous reste à déterminer, pour chaque module #, l'indicateur maxi- 
mum I. Cette détermination de l'indicateur maximum se trouve intime- 
ment liée à la recherche des valeurs correspondantes de la base m, valeurs 
que nous appellerons racines primitives du module #7, en généralisant une 
définition admise par les géomètres pour le cas où ce module est la pre- 
mière puissance ou même une puissance quelconque d’un nombre premier 
impair. D'ailleurs la détermination dont il s’agit se déduit aisément des 
propositions déjà établies, jointes à quelques autres théorèmes que nous 
allons énoncer. 


9° Théorème. Soient 7 un nombre premier, et X une fonction entière 
dex, dans laquelle les coefficients numériques des diverses puissances de x 
se réduisent à des nombres entiers. Si l’on nomme r une racine de l’é- 
quivalence 


(22) X = 0, (mod. x), 
et X, un second polynome semblable au polynome X, mais du degré im- 
médiatement inférieur; on pourra choisir ce second polynome de manière 
que l’on ait, pour toute valeur entière de x, 


(23) X=(x—r)X,, (mod. n). 


Démonstration. En effet, soit R ce que devient X pour x=7. La diffé- 


(21) 
rence X—R sera divisible algébriquement par x — r, et le quotient 
sera un polynome X, semblable au polynome X, mais du degré immédia- 
tement inférieur. Comme on aura d’ailleurs identiquement 


X—R=—=(x—7r) X 


et de plus, 
R= 0, (mod. 2), 


on en conclura, en attribuant à x une valeur entière quelconque, 
X=(x—r)X,, (mod. 7). 


Corollaire 1°. En vertu de la formule (235), l’équivalence (22), réduite à 


(x—r)X,=0, (mod. ), 
se décomposera en deux autres , savoir : 
(24) x—r=0, X =0, (mod.n). 


Il est d’ailleurs aisé de voir que le coefficient de la plus haute puissance de x 
restera le même dans les deux polynomes X, X,. Cela posé, concevons 
que, ce coefficient étant premier au module 2, la racine r se réduise à 
l’un des entiers inférieurs à ce module, et nommons 


AU 
ER ME LRO 


les diverses racines de l’équivalence (22), représentées par divers entiers 
inférieurs à 7. Une racine r’ distincte de r, ne pouvant vérifier la première 
des formules (24), vérifiera nécessairement la seconde. Si d’ailleurs le poly- 
nome X est du premier degré ou de la forme ax +b, a étant premier 
à nn, On aura 

à, M V2 


et, la seconde des formules (24) ne pouvant être vérifiée, l’équation (21) 
n’admettra point de racine distincte de r et inférieure à n. Si le poly- 
nome X est du second degré, alors, le polynome X, étant du premier 
degré , la seconile des formules (24) adimettra une seule racine infé- 


(22) 


rieure à 72, et par suite l'équation (22) admettra au plus deux racines dis- 
tinctes inférieures à 2. En continuant ainsi à faire croître le degré du 
polynome X, on déduira évidemment des formules (24) la proposition 
suivante. 


10° Théorème. Soient 7 un nombre premier, et X une fonction en- 
tière de x, dans laquelle les coefficients numériques des diverses puissances 
de x se réduisent à des nombres entiers, le coefficient de la puissance la 
plus élevée étant premier au module 7. Le degré du polynome X ne 
pourra être surpassé par le nombre des racines distinctes et inférieures à 7 
qui vérifieront l’équivalence 


X = 0, (mod. n). 


Corollaire 1“. Le module 7 étant un nombre premier, et I étant l’in- 
dicateur maximum relatif à ce module , chacun des nombres 


EF, 2, 3,...,7n— 1, 
inférieurs et premiers au module 7, représentera une valeur de m propre 


à vérifier la formule (20), et sera par conséquent une racine de l’équi- 


valence 
xl—1=0, (mod.n). 


Donc, en vertu du théorème 10°, l'indicateur maximum I ne pourra être 
inférieur au nombre des entiers 


c’est-à-dire au nombre 


et puisque, en vertu du théorème 4, Joint au théoreme de Fermat, I devra 
diviser ce même nombre, on aura nécessairement 


(25) RES ETAT 
Corollaire 2°. La formule (25) s'étend au cas même où l'on aurait 


== 12" 


et par suite 


Supposons maintenant que le module z cesse d’être un nombre pre- 
nier; alors on établira facilement les propositions suivantes. 


11° Théorème. y étant un module quelconque, à un nombre entier, 
x une quantité entière qui vérifie l’équivalence 


(26) x = 1, (mod.»), 


et z le quotient de x — 1 par », l'équation 


L'AIR rE 


entraînera l’équivalence 
tan) x! = 1 + viz, (mod. »?). 
Démonstration. En effet, dans le développement de 
= (1 Hvz)!, 
tous les termes, à l’exception des deux premiers, seront divisibles par :°. 


Corollaire 1%. Si z ou à sont divisibles par », la formule (25) se ré- 
duira simplement à la suivante: 


(28) x'= 1, (mod. »"}. 


Mais cette réduction ne pourra plus s'effectuer si z et i sont premiers à ». 
Corollaire 2°. Si i est premier à », la valeur de x fournie par l'équation 
L= I + yZz 


ne pourra vérifier la formule (28), à moins que z ne devienne divisible 
par », c’est-à-dire à moins que l'on n'ait 


(29) x = 1, (mod. »?). 


La 


(24) 

Corollaire 3°. Supposons que » devienne un nombre premier, et que 
la quantité entière x soit équivalente à l'unité suivant le module », mais 
non suivant le module »*, en sorte que x vérifie la condition (26), sans 
vérifier la condition (29) : on ne pourra satisfaire à l’équivalence (28) 
qu'en attribuant à l’exposant z: une valeur divisible par ». Donc, parmi les 
puissances de x qui deviendront équivalentes à l’unité suivant le module 
»*, la moins élevée sera x’. En d’autres termes, » sera l'indicateur corres- 
pondant au module 


et à la base 


tant que z restera premier à ». 
Corollaire 4°. Si, le module » étant un nombre premier, la quantité 
LI + /yz 


devient positive et inférieure à »*, elle ne pourra être qu’un terme de la 
progression arithmétique 


(30) 1, 1Hv, 1 27, ..., 1H (v — 1)r. 


Or, comme le premier terme de cette progression vérifie seul la for- 
mule (29), il résulte du corollaire précédent que l’indicateur correspondant 
à l'un quelconque des autres termes et au module »* sera le nombre pre- 
mier ». 


Corollaire 5°. Si, dans les formules (26), (28), (29), on remplace x 
par ëe x et y désignant deux nombres entiers premiers à », ces formules 
deviendront 

x'= y, (mod. ), 
(31) x'= y!, (mod. »*), 
TXT = 7, (mod.»"*). 


Donc, lorsque z sera premier à », non-seulement les formules (26) et (28) 
entraineront la formule { 29); mais de plus les deux premières des for- 
mules (31) entraineront la troisième, d’où il résulte qu’elles ne pourront 


(25 ) 
subsister en même temps, si æ, y, sont tous deux positifs et inférieurs 


à 4 


Corollaire 6°. v étant un nombre premier, r une racine primitive 
de », etx l’une des quantités entières qui vérifient la formule 


(32) x = r, (mod. »), 


nommons Z l'indicateur correspondant à la base r et au module 


HAE 0 V4; 
on aura 
x! = 1, (mod.»?), 
par conséquent, | 
x = 1, (mod. »); 


et, comme la formule (32) donnera 


x'= r!, (mod.»), 
on aura encore 
r = 1, (mod.»). 


Donc, en vertu du 4° théorème, i sera ou le nombre y— 1 qui représente 
l'indicateur correspondant au module » et à la racine primitive r, ou un 
multiple de ce nombre. Mais, d’autre part, l'indicateur z devra diviser le 
nombre N des entiers inférieurs et premiers à »*, savoir, le produit 


N = »(» — 1). 


Or, » étant premier, les seuls multiples de y — 1 qui diviseront ce pro- 


duit seront 
Pl dit EC Ne 


Donc, dans l’hypothèse admise, on aura 
i=y—1, où i= N=y(y — 71). 


Observons maintenant que, parmi les valeurs de x propres à vérifier la 
Ex. d’An. et de Ph, math., T. IL. (43€ livr.) 4 


(26 ) 
formule (32) , celles qui seront positives et inférieures à »* se réduiront 
aux termes de la progression arithmétique 


(33) 7, DH, TH 2v,..., D +4 (y —i)yr, 


et qu’en vertu du corollaire précédent, si l’on désigne par x, y deux 
de ces termes, l'équation 


x' = y, (mod. »*) 


ne pourra subsister, quand à sera premier à ». Donc la valeur » —1 de l’in- 
dicateur à ne pourra correspondre qu’à un seul des termes de la progres- 


sion (33), et pour chacun des autres termes, on aura nécessairement 
l — N. 


Corollaire 7°. Le module 


UN ie 


etant le carré d’un nombre premier », un seul terme de la progression (33) 
peut représenter une racine de l’équation 


(34) LITT = y, fmod.#*). 


Le 


Pour chacun des autres, l'indicateur à acquiert la plus grande valeur N 
qu'il puisse atteindre, puisqu'il doit diviser N. Donc tous les termes de la 
progression (33) qui ne vérifient pas la condition (34) sont des 


racines primitives de »*, et l'indicateur maximum I relatif au module 
»* est 


(35) D'UN — (y — 1). 
Corollaire 8°. La formule (35) s'étend au cas même où l’on aurait 


M CROP 
et par suite 
ARS PE 
On a donc, en prenant 4 pour module, 


LS NTE 6, 


( 27 ) 


Alors aussi l’on obtient une seule racine primitive r inférieure à 4, savoir, 
Dr 


12° Théorème. y > 1 étant un nombre premier et x une quantité entière 
qui vérifie l’équivalence 


: TX = 1, (mod. »); 


si l’on représente par 7 la puissance la plus élevée de » qui divise la 
différence 


X — 1, 
le produit 7» représentera la puissance la plus élevée de » qui divisera [a 
différence. 


X' — 1, 
à moins que l’on n'ait 


Démonstration. Nommons z le quotient de x — 1 par n. On aura 
XL = 1 + 72, 
z étant, par hypothèse, premier à ». Or, dans le développement de 


rh iEn2), 


les termes extrêmes seront 
I, A"21, 


et tous les autres seront évidemment divisibles par le produit nv. D'ail- 
leurs, » étant facteur de n, le terme 


MN Co 
sera lui-même divisible par le produit 2y. Donc ce produit divisera la diffé- 


rence 
AY — 1, 


(28 ) 
Il y a plus, » étant un facteur de n, »* sera un facteur de #1, à moins 
que l’on n'ait 
(36) nie 04; 


> 


et par suite, si la condition (36) n’est pas remplie, tous les termes qui 
suivront les deux premiers dans le développement de 


LA 


(1 + nz) 
seront divisibles ou par 7° où au moins par #»°. On aura donc alors 
x" = 1 + n13, (mod./”r*). 
Donc, z étant premier à », le produit #2» sera la puissance la plus élevée de 
y qui divise la différence 
Æ' — I. 
Corollaire 1%. Si, dans le 12° théorème, on remplace successivement x 
par x, puis par x", etc., on en conclura que, dans l'hypothèse admise, les 
puissances les plus élevées de », propres à diviser les différences 


2 3 
DEV TC ET SOC T ER" 1e 


sont respectivement 
TVOD ES UE UieR 


On doit toujours excepter le cas où l'on aurait n = » = 2. 


Corollaire 2°. En remplaçant dans le corollaire précédent x par x‘, on 
obtiendra une proposition dont voici l'énoncé: Si,» >> 1 étant un nombre 
premier, on représente par 7 la plus élevée des puissances de » qui divisent 

ÆÙ — 1, 


alors les puissances les plus élevées de » qui diviseront les différences 


(Xi RE i y2 HE 
TL 15 LT — 1, 4 9 Tyose 


( 29) 
seront respectivement 


UM TIM NS TAN eee 


à moins que l'on n'ait n= =. 


: 


Corollaire 3°. » étant un nombre premier impair, et r une racine pri- 


mitive de »*, la puissance 
Aer et 


sera divisible une seule fois par ». Donc, en vertu du corollaire 2°, les puis- 
sances les plus élevées de » qui diviseront les différences 


pr) — 3, pr r6—) — 1, etc., 


seront respectivement 


Donc 
r va(y—1) 


sera le premier des termes de la suite 
(37) PTS, TN en NEUVE AE OA t PE PR 


qui seront équivalents à l'unité, suivant le module »*. D'autre part, si l’on 
nomme À l'indicateur correspondant à la base r et au module »*, on aura 


ri = 1, (mod. »*), 


et à plus forte raison 


d’où il résulte que à devra être un multiple de l'indicateur » — 1 corres- 
pondant à la base r et au module ». Donc i, qui devra en outre diviser le 


produit 
N — »—1(y— 1), 


représentera l'exposant de r dans le premier des termes de la suite (37) 
qui seront équivalents à l’unité suivant le module ;*. On aura donc néces- 


(30) 


saiïrement 

NE VE (v— 1). 
Cette dernière valeur de à étant la plus grande que puisse acquérir un in- 
dicateur relatif au module »*, nous devons conclure des observations pré- 
cédentes, qu'une racine primitive r de »* sera en même temps une racine 
primitive de ,*, et que, dans le cas où le module 


EX ==) 


se réduit à une puissance d’un nombre premier impair, l'indicateur maxi- 
mum [est déterminé par la formule 


(338) IN: (1 — 1). 


Corollaire 4°. Considérons en particulier le cas où l’on aurait 


À 
] 
à 
I 
Lu 


et supposons en conséquence la différence 
X —1 

divisible une seule fois par le module 2. La différence 

LC —I1=(X—1) (x +1) 
sera composée de deux facteurs x —1,x—+ 71, divisibles l’un par 2 l’autre 
par 4. Elle sera donc divisibie au moins par le nombre 8, c’est-à-dire par 
le cube de 2. Cela posé, nommons 7 la plus haute puissance de 2, qui 
divisera x°—1. En vertu du corollaire 2°, les puissances les plus élevées 
de 2 qui diviseront les différences 


2? 3 
Lim, AL, etc 


seront respectivement 
271, 2%n,etc. 


(31) 


Donc, si a surpasse 2, le premier terme de la suite 


qui deviendra équivalent à l'unité suivant le module 2°, sera 


la valeur de £ étant 


(39) ii ; 


D'autre part, l'indicateur correspondant à labase x et au module 2°, devra 
être un diviseur de 


N=27"% 
Il se trouvera donc compris dans la suite 
2 9 ef 2 ss; 


et ne pourra être que la valeur précédente de à. Cette même valeur de- 
viendra la plus grande possible, lorsque le nombre n se réduira simplement 


à 8, ce qui arrivera si l’on prend 
# 


Li PO IL: END ; 
puisque l’on a 
je 3—1—=8 et 5°— 1 — 3.8. 


Par conséquent 


(40) AN ar 
sera l'indicateur maximum relatif au module 


CEE TETE 


La formule (40) s'étend au cas même où l’on aurait a=3, et donne 
alors, comme on devait s’y attendre, 


(3) 

» À l’aide des diverses propositions que nous venons de rappeler, et qui 
pour la plupart étaient déjà connues (voir les Recherches arithmétiques de 
M. Gauss et le Canon arithmeticus de M. Jacobi), il nous sera maintenant 
facile de résoudre la question suivante, 


2° Problème. Trouver l'indicateur maximum I correspondant à un 


module donné n. 


Solution. Pour résoudre ce problème, il faut considérer successive- 
ment les divers cas qui peuvent se présenter, suivant que le module 7 est 
un nombre premier ou une puissance d'un tel nombre, ou un nombre 
composé. 

Si le module 7 est un nombre premier », où une puissance d’un 
nombre premier impair, ou l’une des deux premières puissances de 2, alors, 
en nommant N le nombre des entiers inférieurs à 2, et premiers à 2, on aura 
généralement, d’après ce qui a été dit ci-dessus, 


I=N=n (ri —) 


et en particulier, si 7 se réduit à 2 ou à 4, 


Si le module 7 est une puissance de 2, supérieure à la seconde, on 


= =— 4 PL: 
Ï [se \ — 


Enfin, si le module x est un nombre quelconque, on pourra le dé- 


composer en facteurs 
CERN AT PO 


dont chacun soit un nombre premier ou une puissance d’un nombre 
premier. Soient alors 


les indicateurs maxima correspondants aux modules 


11,170 ete 
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En vertu des théorèmes 3 et 5 , une base donnée r sera une racine primi- 
tive de 7, si cette base, divisée successivement par chacun des nombres 
ñn,, n,,., fournit pour restes des racines primitives de ces mêmes nombres; 
et I sera le plus petit nombre entier divisible à la fois par chacun des indi- 
cateurs 


La solution du problème précédent fournit, pour la résolution des 
équivalences du premier degré, une règle très simple, qui se réduit à la 
règle donnée par M. Libri et par M. Binet, dans le cas particulier où le 
module est un nombre premier. La nouvelle règle, d’après ce que nous a dit 
M. Poinsot, coïncide, au moins lorsque le module est pair, avec celle que 
lui-même avait indiquée dans la Note manuscrite, remise à M. Legendre. 
Appliquée au cas où lon prend pour module un nombre composé, elle 
n'exige pas, comme les méthodes présentées par M. Libri et M. Binet, la 
décomposition de ce module en facteurs premiers; et ce qu'il y a de remar- 
quable, c’est qu’alors l'application devient d'autant plus facile que le mo- 
dule est un nombre plus composé, Montrons la vérité de cette assertion par 
quelques exemples. 

Pour que toute équation indéterminée à deux inconnues puisse être 
résolue immédiatement à la seule inspection des coefficients de ces incon- 
nues, dans le cas où l’un des coefficients ne surpasse par 1000, il suffit que 
l’on construise une table qui, pour tout module renfermé entre les li- 
mites 1 et 1000, fournisse l'indicateur correspondant à ce module. Or, à 
l’aide de cette table, dont la construction est facile (voir la solution du 
2° problème), et que nous donnons à la suite de ce Mémoire, on re- 
connaît que l'indicateur 2 correspond aux modules 


9,24 2 0588/1104. af. 


Donc pour chacun de ces modules, l'inverse d’un nombre donné est 
équivalent à ce nombre même, 

Ainsi, en particulier, l'inverse du nombre 19 suivant le module 24 est 
équivalent à 19. En d’autres termes, 19 est une des valeurs entières de x 
qui vérifient l'équation indéterminée 


IOX 2 io, 


Effectivement, le carré de 19 ou 361, divisé par 24, donne 1 pour reste. 
Ex. d’An. et de Ph. math., T. AI. (A5° livr.) 5 
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De ce que lindicateur 4 correspond aux modules 
6411051156 106262010010), 40800: 00,7120 ,1240; 


il résulte immédiatement que, pour chacun de ces modules, l'inverse d’un 
nombre donné est équivalent au cube de ce même nombre. Ainsi, en par- 
ticulier, l'inverse du nombre 67, suivant le module 120, est équivalent au 
cube de 67, par conséquent au produit de 67 par 49, ou à 43. En d’autres 
termes, 43 est une des valeurs de x qui vérifient l'équation 


67x — 120Y = 1. 
Effectivement, 


67 X 43 —= 2881 — 24 X 120 + 1. 


De ce que l'indicateur 6 correspond aux modules 
Las LOS 14:010021,120, 30742: 00100872, DM 100: JUS 


il résulte immédiatement que, pour chacun de ces modules, l’inverse d’un 
nombre donné est équivalent à la 5° puissance de ce nombre. Aïnsi, en 
particulier, l’inverse du nombre 17 sera équivalent, suivant le mo- 
dule 504, à 


175 = 1419897, 


par conséquent à 89. En d’autres termes 89 est une valeur de x propre 
à vérifier l'équation indéterminée 


19X — 5o4Y = 1. 


Effectivement, 


170 00 MIDI ES 00 804 ET. 


Comme, dans la méthode ci-dessus exposée, la valeur de x est tou- 
jours exprimée par une puissance connue du nombre donné, le calcul 
pourra s’exécuter commodément, à l’aide des tables de logarithmes, même 
quand l'indicateur sera composé de plusieurs chiffres, 

Suppososs, pour fixer les idées, que, le nombre donné étant 29, on 
demande un autre nombre équivalent à l'inverse du premier, suivant le mo- 
dule 192. L’indicateur étant alors égal à 16, le nombre cherché sera 


29" = (29°)°. 


(55 ) 
D'ailleurs les sept premiers chiffres de la valeur approchée de 29°, déter- 
minés à l’aide des tables de logarithmes, sont ceux que présente le 


nombre 
2051115, 


attendu que l’on a 


5log 29 = 7,3119900. 


De plus, le dernier chiffre de 29°, comme celui de 9%, sera nécessaire- 
ment 9. On aura donc par suite 


295 — 20)11149 = 1793 = — 19, (mod. 192), 


29 = — 19%, (mod. 192); 
puis, en se servant de nouveau des tables de logarithmes, 
20% = — 6859 = — 139 = 53, (mod. 192). 
Donc, 29 '° et 53 seront deux valeurs de x propres à vérifier la formule 


29X — 192Y = 1. 
Effectivement, 
29.931—=,1937/—= 8.192,+ 11. 


( 36 ) 
TABLE 


Pour la détermination de l'indicateur maximum 1 correspondant à un module donné n. 


2 1 27 | 18 5aN| 045 97 | 30 || 102 16 || 129 | 126 || 152 18 || 199 | 58 
3 2 28 | 6 03/1122 78 | 12 || 103 | 102 || 128 | 32 || 153 | 48 || 1798 | 838 


4 2 29 | 28 54 | 18 79 | 78 || ro4 | 12 | 129 | 42 | 154 | 30 || 199 | 178 
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6 2 31 | 30 56 | G 81 | 54 || 106 | 52 || 131 | 130 || 156 | 12 || 18r | 180 


7 6 32 | 8 57 | 18 82 | 4o || 107 | 106 || 132 | 10 || 157 | 156 || 182 | 12 
8 2 33 | 10 58 | 28 83 | 82 108 18 || 133 | 18 || 158 | 98 || 183 | Go 


13 12 38 | 18 63 6 88 | 10 113 | 112 || 138 | 922 || 163 | 162 || 188 46 
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Table pour la détermination de l'indicateur maximum Ï correspondant à un 
module donné n. 
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Table pour la détermination de l'indicateur maximum 1 correspondant à un 
module donné n. 


232 


466 


180 
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Table pour la détermination de l'indicateur maximum L correspondant à un 
module donné n. 
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Table pour la détermination de l'indicateur maximum 1 correspondant à un 
module donné n. 


808 | 100 || 833 | 336 || 858 | 60 || 883 | 882 || 908 | 226 || 933 | 310 || 558 478 || 953 | 982 


809 | 808 || 834 | 138 || 859 | 858 | 884 | 48 || 909 | 300 | 934 | 466 || 959 | 408 | 984 | 40 


810 | 108 || 835 | 332 || 860 | 215 || 885 | 116 || 910 | 12 || 935 | 80 || 960 16 || 985 | 196 


811 | 810 || 836 | 90 || 861 | 120 || 886 | 442 || 91 | 910 || 936 | 12 || 961 | g3o || 986 | r12 


812 | 84 || 837 | 90 | 862 | 430 || 88 | 886 || 912 | 36 || 937 | 936 | 952 | 36 || 987 | 138 


813 | 270 || 838 | 418 || 863 | 862 || 888 | 36 || 913 | 410 || 938 | 66 || 963 | 318 || 988 | 36 


821 | 820 || 846 | 133 || 871 | 66 || 896 | 96 || 921 | 306 || 946 | 210 || 971 | 970 || 996 | 82 


823 | 822 || 848 | 52 || 873 | 95 || 898 | 448 || 923 | 70 || 948 | 78 || 973 | 138 || 998 | 498 


825 | 20 || 850 | 80 || 875 | 300 || 900 | 6o:| 925 | 180 || 950 | 180 || 9795 | Go ||1000 | 100 
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RÉSUMÉ D'UN MÉMOIRE 


SUR 


LA MÉCANIQUE CÉLESTE 


ET SUR UN NOUVEAU CALCUL 


APPELÉ CALCUL DES LIMITES. (” 


(Lu à l’Académie de Turin, dans la séance du 11 octobre 1831.) 
_—__ pes 


Avant d'indiquer d'une manière plus précise l'objet des recherches que 
J'ai l'honneur de présenter à l’Académie, il ne sera pas inutile de dire à 
quelle occasion elles ont été entreprises. 

Les méthodes que les géomètres ont employées pour déduire du prin- 
cipe de la gravitation les mouvements des corps célestes laissaient encore 
beaucoup à désirer. Souvent elles manquaient de la rigueur convenable. 
Ainsi en particulier on ne trouve nulle part dans la Wécanique céleste de 
Laplace une démonstration suffisante de la formule de Lagrange, qui sert 
pourtant de base à la plupart des théories exposées dans cet ouvrage. 
D'ailleurs pour déterminer, à l’aide de ces méthodes, les coefficients nu- 
mériques relatifs à telle ou telle perturbation des mouvements planétaires, 
les astronomes étaient quelquefois obligés d'entreprendre des calculs qui 
exigeaient plusieurs années de travail. Un des membres les plus distingués 
de cette Académie, M. Plana, m'ayant parlé dernièrement encore du 


(*) Le nouveau calcul que j’ai désigné sous le nom de Calcul des limites sert, non- 
seulement à fournir des règles relatives à la convergence des séries qui représentent les 
développements de fonctions explicites ou implicites d’une ou de plusieurs variables, 
mais encore à fixer des limites supérieures aux erreurs que l’on commet, quand on ar- 
rête chaque série après un certain nombre de termes. J’ai déjà donné une idée de ce 
nouveau calcul dans la 11° livraison des Æxercices (page 355 et suivantes). Pour le faire 
mieux connaître, il me suffira de reproduire ici, avec le résumé d’un Mémoire sur la 
Mécanique céleste, lu à l’Académie de Turin dans la séance du 11 octobre 1831, Ha 
partie de ce Mémoire qui se rapportait au développement des fonctions en séries. 


(Ex. d’An. et de Ph. math., T. II, 44€ livr.) 6 


( 42) 

temps que consumaient de pareils calculs, je lui dis que j'étais persuadé 
qu'il serait possible de les abréger, et même de déterminer immédiatement 
le coefficient numérique correspondant à une inégalité donnée. Effective- 
ment, au bout de quelques jours, je lui rapportai des formules à l’aide des- 
quelles on pouvait résondre de semblables questions, et dont j'avais déjà 
fait l'application à la détermination de certains nombres qu'il est utile de 
considérer dans la théorie de Saturne et de Jupiter. Quelques jours après, 
en s'appuyant sur des résultats qu'il avait obtenus dans un de ses Mé- 
moires, M. Plana m'a dit avoir retrouvé ou les mêmes formules ou des for- 
mules du même genre. Au reste, pour établir les formules dont il s’agit et 
d'autres formules analogues que renferme le Mémoire ci-joint, il suffit 
d'appliquer au développement de la fonction désignée par R dans la Mé- 
canique céleste, des théorèmes bien connus, tels que le théorème de 
Taylor et le théorème de Lagrange sur ie développement des fonctions des 
racines des équations algébriques ou transcendantes. Mais on a besoin de 
recourir à d’autres principes et à de nouvelles méthodes pour arriver à des 
résultats plus importants dont je vais maintenant donner une idée. 

En joignant à la série de Maclaurin le reste qui la complète, et présen- 
tant ce reste sous la forme que Lagrange lui a donnée, ou sous d’autres 
formes du même genre, on peut s'assurer, dans un grand nombre de cas, 
qu'une fonction f (x) de la variable x est développable pour certaines va- 
leurs de x en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes de cette variable, et déterminer la limite supérieure des modules (*) 
des valeurs réelles ou imaginaires de x, pour lesquels le développement 
subsiste. Ajoutons que pour développer une fonction explicite de plusieurs 
variables x, y,:2,.., suivant les puissances ascendantes de x, y,2,..., 
c'est-à-dire en une série convergente dont le terme général soit une fonc- 
tion entière et homogène de x, y, z,..., il suffit de remplacer la fonction 
proposée f(x, y, z,...) par f(ax, «y, æz,...), puis de développer 
J(ax, ay, az,….)suivantles puissances ascendantes de « ,etde poser ensuite 
æ=1. Par conséquent la théorie du développement des fonctions explicites 
de plusieurs variables se ramène immédiatement à la théorie du développe- 
ment des fonctions explicites d’une seule variable. Mais il importe d'observer 
que lapplication des règles à l’aide desquelles on peut décider si la série 


(*) Le module d’une valeur imaginaire de x est la racine carrée positive de la somme 
qu’on obtient en ajoutant le carré de la partie réelle au carré du coefficient de ÿ/ — 1. 
Lorsque ce coefficient s’évanouit , le module se réduit à la valeur numérique de x. 
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de Maclaurin est convergente ou divergente, devient souvent très-difficile, 
attendu que, dans cette série, le terme général ou proportionnel à x" ren- 
ferme la dérivée de l’ordre n de la fonction f(x), ou du moins sa valeur 
correspondante à une valeur nulle de x, et que, hormis certains cas parti- 
culiers, la dérivée de l'ordre n d’une fonction donnée prend une forme de 
plus en plus compliquée, à mesure que 7 augmente. 

Quant aux fonctions implicites, on a présenté pour leurs développe- 
ments en séries, diverses formules déduites le plus souvent de la méthode 
des coefficients indéterminés. Mais les démonstrations qu’on a prétendu 
donner de ces formules sont généralement insuffisantes : 1° parce qu’on 
n'a point examiné si les séries sont convergentes ou divergentes, et qu’en 
conséquence on ne peut dire le plus souvent dans quels cas les formules 
doivent être admises ou rejetées; 2° parce qu’on ne s’est point attaché à 
démontrer que les développements obtenus avaient pour sommes les fonc- 
tions développées, et qu'il peut arriver qu'une série convergente pro- 
vienne du développement d’une fonction, sans que la somme de la série 
soit équivalente à la fonction elle-même. Il est vrai que l'établissement de 
règles générales propres à déterminer dans quels cas les développements 
des fonctions implicites sont convergentes et représentent ces mêmes fonc- 
tions paraissait offrir de grandes difficultés. On peut en juger, en lisant 
attentivement le Mémoire de M. Laplace sur la convergence et la diver- 
gence de la série que fournit, dans le mouvement elliptique d’une planète, 
le développement du rayon vecteur suivant les puissances ascendantes de 
l’excentricité. Je pense donc queles géomètres et les astronomes attacheront 
quelque prix à mon travail, quand ils apprendront que je suis parvenu à 
établir, sur le développement des fonctions, soit explicites, soit implicites, 
des principes généraux et d’une application facile, à l’aide desquels on 
peut non-seulement démontrer avec rigueur les formules, et indiquer 
les conditions de leur existence, mais encore fixer les limites des erreurs 
que l’on commet en négligeant les restes qui doivent compléter les séries. 
Parmi ces règles, celles qui se rapportent à la fixation des limites des er- 
reurs commises, présentent dans leur ensemble un nouveau calcul que je 
désignerai sous le nom de calcul des limites. Je me contenterai d’indi- 
quer ici en peu de mots quelqnes-unes des propositions fondamentales 
sur lesquelles repose le calcul dont il s’agit. 

Soit f (x) une fonction de la variable x. Si l’on attribue à cette variable 
une valeur imaginaire x dont le module soit X, le rapport de x à X sera 


une exponentielle de la forme er, p désignant un certain arc réel que 


65 
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l’on pourra supposer compris entre les limites — 7, +7, et le module 
de f(x) dépendra tout à la fois du module X et de Parc p. Or, parmi les 


valeurs que prendra le module de f(x) quand on fera varier p, il y en aura 
généralement une qui sera supérieure à toutes les autres. C’est cette valeur 


maximum du module de f(x) que je considère spécialement dans le calcul 
des limites. Je la désigne par la lettre caractéristique A placée devant la 
fonction f(x), et je prouve : 1° que la fonction f(x) est développable par 
le théorème de Maclaurin en une série convergente ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de x, lorsque, le module de x étant égal ou inférieur 
à X, la fonction f(x), reste finie et continue pour le module X ou pour un 
module plus petit de la variable réelle ou imaginaire æ; 2° qu'alors, dans 
le développement de f(x) suivant les puissances ascendantes de x, le 
coefficient de x" offre un module inférieur au quotient qu'on obtient en 
divisant par X" le module maximum de REA Cela posé, si l’on attribue 
à x une valeur imaginaire dont le module soit désigné par £, le module 
du terme général, dans le développement de f(x), sera inférieur au pro- 


b D'ailleurs, lorsque la 


fonction f (x) est développable en une série convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de x, le reste qui complète cette série, prolon- 
gée jusqu’au n° terme, équivaut à la somme des termes dans lesquels 
l’exposant de x est égal où supérieur à 7. Donc le module de ce reste, sil 
est imaginaire, où sa valeur numérique, sil est réel, ne surpassera pas la 
somme des termes correspondants à ceux que nous venons d'indiquer 
dans la progression géométrique ci-dessus mentionnée, c’est-à-dire le reste 
qui complète cette progression. Ainsi la détermination d'une limite supé- 
rieure au reste, qui complète la série propre à représenter le développement 
d’une fonction quelconque, se trouve ramenée à la détermination des restes 
des progressions géométriques, c’est-à-diré à une question résolue depuis 
longtemps en analyse. On sait en effet que dans la progression géométrique 


duit de À f(x) par la n°" puissance du rapport 


quia pour premier terme l’unité et pour raison £ , la somme des termes 
dans lesquels £ porte un exposant égal ou supérieur à 7 équivaut au quo- 
tient du nŸ"terme par la différence 1 — “ Lorsque le premier terme de- 


vient A f(x), il faut multiplier par ce premier terme le quotient dont il 
s’agit. 


Il est important d'observer que, d’après ce qu'ôn vient de dire, les limites 
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supérieures aux modules du terme général de la série de Maclaurin, et du 
reste qui complète cette série, sont des fonctions du module X qui repré - 
sentent les maxima relatifs à p des modules de certaines fonctions de la 


variable imaginaire x — XePV 1, D'ailleurs le module X doit surpasser le 
module £, et être déterminé de maniere que la fonction f(x) reste finie et 
continue pour le module X ou pour un module plus petit de la variable x. 
Or, parmi les valeurs de X qui remplissent ces deux conditions, on devra 
évidemment choisir de préférence celles qui rendront les limites supérieures 
dont il s’agit les plus petites possibles; et alors ces limites, considérées 


comme valeurs particulières des fonctions de æ ci-dessus mentionnées , se- 
ront tout à la fois des maxima relativement à l'angle p, et des minima re- 
lativement au module X, ou ce que nous avons nommé dans un. autre 
Mémoire les modules principaux de ces mêmes fonctions. 


Au surplus, quand on se propose uniquement de calculer des limites 
supérieures aux modules des termes généraux ou des restes des séries, il 
n’est point nécessaire de déterminer exactement les modules principaux 
dont il est ici question, et lon peut se contenter de chercher des nombres 
supérieurs à ces modules. fre 


Il est facile d'étendre les principes que nous venons d'indiquer aux fonc- 
tions de plusieurs variables. Soit en effet f(x, y, 2,...)une fonction donnée 
des variables x, y, 2,...; si l’on attribue à ces variables des valeurs ima- 


ginaires x, Y, Z,.., dont les modules soient respectivement X, Y, Z.,…., 


le module de f(x, y,2,.) dépendra tout à la fois des modules X, Y, Z... 
MR UIQUE LP lu se 
et des rapports imaginaires >, &, 7, etc... Or on peut choisir ces rapports 


8 | 


ou plutôt les arcs de cercle qui s’y trouvent renfermés, de manière que 
le module de f(x, y, 2...) acquière la plus grande valeur possible, les 


nombres X, Y,Z restant les mêmes. C’est cette plus grande valeur ou cette 
valeur maximum que je désigne par la caractéristique À placée devant la 
fonction f(x, TV 2,...); et Je prouve : 1° que la fonction f(x, y,z,..) est 
développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de x, ÿ,2,.., quand, les modules des variables æ, y, 2, 
étant égaux ou inférieurs à X, Y, Z,.., la fonction f(x, y, z,...) reste 
finie et continue pour les modules X, Y, Z,... ou pour des modules plus 
petits de ces mêmes variables; 2° qu’alors, dans le développement de 
J (x, y, 3...) suivant les puissances ascendantes de x, y, 2,.…, le coef- 
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ficient de x”, it z", .… offre un module inférieur au quotient qu'on obtient 


en divisant par X’, Y”, 7"... le module maximum de f(x, T; z,...). Cela 
posé, si l’on attribue à x, y,z,.. des valeurs réelles ou imaginaires dont 
les modules Z, y, €... soient plus petits que X, Y, Z,..., les divers termes 
du développement de la fonction f (x, J; 2...) offriront des modules res- 
pectivement inférieurs aux termes correspondants d’une fonction de 
£, n, {,.. qu'on obtiendra en multipliant le module maximum de 


f(x, F2.) par les sommes des progressions géométriques qui ont pour 


. . ’ . # 
premiers termes l'unité et pour raisons les rapports La. RAS 


néglige, dans le développement de la première fonction f(x, y,2,.…), 
certains termes, par exemple ceux dans lesquels l’exposant de x est égal 
ou supérieur à n, l'exposant de y égal où supérieur à #', l’exposant de z 
égal ou supérieur à n"', etc.., l'erreur (*) commise sera plus petite que la 
somme des termes correspondants de la seconde fonction, et par consé- 


. Donc, si l’on 


quent inférieure au produit de À f(x, y, 2...) par les restes des progres- 
sions géométriques ci-dessus mentionnées. 


Observons encore qu'après avoir déterminé en fonction de X, Y, Z,... une 
limite supérieure au reste de la série qui représente le développement de 
f(x, 7,2.) suivant les puissances ascendantes de x, y, z,..., on devra 
choisir X, Y,Z,. de manière à rendre cette limite la plus petite possible. 

Si l'on voulait obtenir une limite supérieure à la somme des modules 
des termes qui, dans le développement de f(x, y,z,...), offrent un degré 
égal ou supérieur à #, c'est-à-dire des termes dans lesquels les exposants 
de x, y,z,... offrent une somme égale ou supérieure à n, il suffirait de 
chercher une limite supérieure au reste de la série qui représente le dé- 


veloppement de f (ax, ay, #3,...) suivant les puissances ascendantes de «, 
et de poser, dans cette limite, a = 1. 


Les principes que nous venons d'établir s'appliquent tres-facilement 
aux séries qui représentent les développements des fonctions explicites 
d’une ou de plusieurs variables, et fournissent, pour ces séries, non-seule- 
ment des règles générales de convergence, mais encore des limites supé- 
rieures aux modules des termes généraux , et aux erreurs que l’on commet 


(*) Lorsque les termes négligés sont réels, l'erreur commise a pour mesure la valeur 
numérique de leur somme. Lorsqu'ils deviennent imaginaires, le module de cette même 
somme peut servir à mesurer l’erreur dont il s’agit. 
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quand on calcule seulement un certain nombre de termes en négligeant 
tous les autres. Pour étendre l’application des mêmes principes aux séries 
qui représentent les développements d’une ou de plusieurs fonctions impli- 
cites déterminées par une ou plusieurs équations algébriques ou transcen- 
dantes, il suffit d'observer qu’en vertu de la formule de Lagrange, et des 
formules analogues qui se déduisent du calcul des résidus, les coefficients 
des termes généraux dans ces mêmes séries peuvent être, comme dans les 
séries de Taylor et de Maclaurin , exprimés au moyen des dérivées des di- 
vers ordres de certaines fonctions, et qu’en conséquence la détermination 
de limites supérieures aux modules des termes généraux et aux restes des 
séries peut être réduite à la détermination des modules maxima de ces 
mêmes fonctions. On pourra donc établir pour les séries proposées des 
règles de convergence, et trouver des limites supérieures aux restes des 
séries ou plutôt à leurs modules. La seule question qui restera indécise sera 
de savoir si les séries, supposées convergentes, ont effectivement pour 
sommes les fonctions implicites dont le développement les a produites. 
Or on peut s'appuyer, pour résoudre cette question, sur des propositions 
générales semblables à celles que je vais énoncer. 

1* Théorème. Supposons qu’une fonction implicite w de la variable x 
soit déterminée par une équation algébrique ou transcendante, qu’elle 
se réduise à z, pour une valeur nulle de x, et que l’on ait développé cette 
fonction implicite en une série ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes de æ par la formule de Maclaurin, de Lagrange, etc., ou, ce qui 
revient au même, par la méthode des coefficients indéterminés. La somme 
de cette série représentera la fonction w, si la valeur de x est tellement 
choisie que, la série étant convergente, la fonction explicite de x et x qui 
constitue le premier membre de l'équation donnée, soit elle-même déve- 
loppable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes de la variable x et de la différence u — u,. 

2° Théoreme. Supposons que plusieurs fonctions implicites #, v, w,... 
de plusieurs variables x, y, z,... soient déterminées par une ou plusieurs 
équations algébriques ou transcendantes, qu’elles se réduisent à w,, v,, 1... 
pour des valeurs nulles de x, y, z,.., et qu’on ait développé ces fonctions 
implicites en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de 
x, ÿ, 2, par les formules de Maclaurin, de Lagrange, etc., ou, ce qui 
revient au même, par la méthode des coefficients indéterminés. Les sommes 
de ces séries représenteront les valeurs de 4, v, w,..., si les valeurs de 
x, ÿ, 3, sont tellement choisies que, les séries étant convergentes, les 
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fonctions explicites de x, y, z,...,u, v, w,..., qui constituent les premiers 
membres des équations données, soient elles-mêmes développables en sé- 
ries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes des va- 
riables x, y,z,... et des différences 4 — no, V— V5, 5 — We. 

Pour démontrer ces propositions, il suffit évidemment d'observer que, 
si les conditions énoncées (”) sont remplies, les premiers membres des équa- 
tions données, après les substitutions des valeurs générales de 4 — u,, 
U— V5, W— Woo, Seront encore des séries convergentes ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de x, y, 2,.., et que, dans ces séries 
convergentes, le coefficient de chaque terme sera identiquement nul. 

Au surplus, sans le secours de ces propositions, et en s'appuyant sur 
des formules que fournit le calcul des résidus, on peut établir directement 
des règles dignes de remarque sur la convergence des séries qui repré- 
sentent les développements des fonctions implicites, et sur la fixation 
des limites supérieures aux modules des restes qui complètent les séries. 

Les propositions ci-dessus mentionnées peuvent encore être facilement 
étendues au cas où les fonctions implicites seraient déterminées par des 
équations aux différences finies ou infiniment petites, ou aux différences 
partielles, ou aux différences mélées. Ainsi, en partitulier, on pourra 
énoncer le théorème suivant. 

3° Théoréme. Soient données plusieurs équations différentielles simul- 
tanées entre la variable x, des fonctions inconnues y, z,... de cette varia- 
ble , et leurs dérivées de divers ordres y',2/,..., y", 2"... Supposons d’ail- 
leurs que par la méthode des coefficients indéterminés on ait développé 
7,2, en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de x. Les 
sommes de ces séries représenteront les valeurs générales de y, z,..., si la 
valeur de x est tellement choisie que les séries dont il s’agit, et par suite 
celles qui représenteront les dérivées de y, z,.. étant convergentes, les 
fonctions explicites de x, y, 3,.…., J', 2, qui constituent les premiers 
membres des équations données, soient elles-mêmes développables en séries 
convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de x, et des 
différences qu'on obtient en retranchant des valeurs générales de y, z,.…., 
y',2,…., leurs valeurs initiales correspondantes à x—0o. 


(*) Aux conditions énoncées dans les théorèmes 7, 2, 3, il convient d’en ajouter une 
sans laquelle ces théorèmes pourraient quelquefois devenir inexacts. Cette condition 
est que chacune des séries, que l’on suppose convergentes, ne cesse pas d’être conver- 
gente, quand on remplace ses différents termes par leurs valeurs numériques, ou plus 
généralement par leurs modules (voir les Résumés analytiques, pages 56 et 111). 
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Je n’ai pu qu’indiquer rapidement quelques-uns des principaux résultats 
contenus dans le Mémoire que j'ai l’honneur de présenter à l’Académie. Ce 
Mémoire renferme encore : 1° une théorie de la variation des constantes 
arbitraires (*), plus générale et à quelques égards plus simple que celles 
qui se trouvent exposées dans les Mémoires de MM. Lagrange, Laplace et 
Poisson; 2° des intégrales définies propres à représenter, dans le dévelop- 
pement connu de la fonction R, le coefficient du sinus ou du cosinus d’un 
angle donné; 3° des formules d’interpolation qui servent à déterminer 
une fonction entière de sinæ et de cosx, quand on connaît un nombre 
suffisant de valeurs particulières de cette même fonction; 4° plusieurs dé- 
veloppements nouveaux de la fonction R, avec des formules propres non- 
seulement à fournir les termes généraux de ces développements, mais 
encore à déterminer les limites des erreurs commises quand on conserve 
seulement certains termes en négligeant tous ceux qui les suivent. Je 
montre aussi dans quels cas l’un de ces développements doit être employé 
de préférence à l’autre. Ainsi, en particulier, si lon demande les perturba- 
tions produites dans le mouvement d’une planète par une autre planète, 
située à très-peu pres à la même distance du soleil que la premiere, le 
développement employé jusqu'ici par les astronomes devra être rejeté, et 
il faudra lui substituer un des autres développements ci-dessus mention- 
nés. On devra donc recourir à ces nouveaux développements dans la théorie 
des petites planètes, quand on recherchera les inégalités qui dépendent 
de leurs attractions mutuelles. 

Au reste, si l'Académie attache quelque prix aux travaux dont je viens 
de l’entretenir, jé pourrai sous peu de temps lui offrir d’autres Mémoires 
dans lesquels je montrerai d’une part comment on peut appliquer le calcul 
des résidus à la théorie du développement des fonctions implicites, et de 
l’autre comment on peut s'assurer de la convergence des séries qui repré- 
sentent les intégrales des équations différentielles linéaires ou non linéaires, 
et fixer des limites supérieures aux modules des restes qui complètent ces 
mêmes séries. 


(*) Dans un Mémoire présenté à l’Institut, M. Ostrogradski s'était aussi occupé de la 
variation des constantes arbitraires, et il avait appliqué, à ce que je crois, une formule 
de M. Fourier à la conversion des termes qui composent le développement de la fonc- 
tion R en intégrales définies; mais, n’ayant qu’un souvenir confus de ce Mémoire, tout 
ce que je puis dire ici, c’est que, dans le cas où quelques-unes de ses formules coïneide- 
raient avec quelques-unes des miennes, je ne prétends en aucune manière lui contester 
la priorité. 
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Formules pour le développement des fonctions en séries. 


CALCUL DES LIMITES (*). 


Soient p un arc réel, et z un nombre entier. On trouvera, en supposant 


n>o, 
(1) de eV “oh CR AD OR 


et, en supposant 2= 0, 


(2) rfi dp=27. 
Soit de plus 
J(xX)= a + ax + a, x* Re sn LC" 


une fonction entière de la variable x. Si l’on attribue à cette variable une 
valeur imaginaire x dont le module soit X, en sorte qu'on ait 


LE 
Pa" 


x=Xe" À 
on tirera des formules (1) et (2) 
T — Pr AT 
fe = = d == z 
MALE) dp 110 PESTE 
on aura donc 


3) [SE dp= 27 f (0). 


(*) Le Mémoire qu’on va lire est une partie de celui qui a été lithographié à Turin en 
1832. Nous le reproduisons ici tel qu’il a été publié à cette époque. Seulement dans l’é- 
noncé des conditions sous lesquelles subsiste la formule (3), et par suite, dans les énoncés 
des théorèmes 2, 3 et 7, nous avons cru devoir, par la raison que nous avons déjà in- 
diquée ailleurs (voir, dans le tomer*’ de cet ouvrage, la fin de la Note sur l'intégration 
des équations différentielles des mouvements planétaires , page 32), mentionner, avec 
les fonctions f(x), f(x,.7), etc., leurs dérivées du premier ordre, et ajouter en consé- 
quence au texte du mémoire lithographié quelques mots que nous avons placés entre 
parenthèses. De plus, pour simplifier les notations, nous désignons souvent, comme 
nous l'avons fait dans plusieurs circonstances, les dérivées d’une fonction relatives à di- 
verses variables x, y,..., p, à l’aide des lettres caractéristiques D, D,,...,D,, en écri- 
vant, par exemple, 
df (x) 


D, f(x i eo 
2 L(T) au lieu de Fr 
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Il est d’ailleurs facile d'étendre la formule (3) au cas ou f(x) cesse d’être 
une fonction entière de x. En effet on a généralement 


Dx L(x)= re D, f(x). 


Or, si l'on intègre les deux membres de l’équation précédente, 1° par 
rapport à X, et à partir de X —0; 2° par rapport à p entre les limites 
p=—7,p=—=%#; et si l'on suppose que la fonction de X et dep, repré- 
sentée par f(x), reste finie et continue (avec sa dérivée), quel que soit P; 
pour la valeur attribuée à X, et pour une valeur plus petite, on retrou- 
vera précisément la formule (3). 

D'autre part, comme on a dx =x dp V/—1, si les fonctions dérivées 
f'(œ), f"(æ),...,f'%(x) restent elles-mêmes finies et continues pour la 
valeur attribuée à X et pour des valeurs plus petites, il suffira d'appliquer 
l'intégration par parties à l'intégrale 


æ f(x) 
J=, Er. 
T ZX 
pour en conclure 
Lt À C5 ES REA LATEX C) Does fiche tà 
L Rbon dp=;, _yxn—! CD DE MDET ECS 
et par suite 
T r I NT = 
['E£ CT ee Ne) ap, 


ou, en vertu de la formule (3), 


f@) Èe) See 
(4) fe dp nl LES E dre 


Si la fonction f{x) s’évanouit pour une valeur nulle de +, l'équation (5) 
donnera simplement 


(5) [JG dp= 0. 


Des formules (3),(4),(5) on peut aisément déduire, comme on va le 
voir, celles qui servent à développer une fonction explicite ou implicite de 
la variable x en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de 


cette variable. 
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Si, dans la formule (5), on remplace f (x) par le produit 


— f(x) —f(x) 
LT Re 79 


Lies 


x étant différent de x, et le module de x inférieur à X, on en conclura 


di f@) y p= [TL = f(x) [° ( rl bn re sen, . )dp=27 f(x), 


TTL — TL 
et par suite on retrouvera Îa formule connue 
es : I T f(x 
(6) SC) ro ap 
VIT, Fat 
L'équation (6) suppose, comme les équations (3) et (5), que la fonction 


de X et de p représentée par f(x) reste finie et continue pour la valeur 
attribuée à X, et pour des valeurs plus petites. 


. / , . 
Comme le rapport - est la somme de la progression géométrique 


TX — XL 
ai: 5 De t 
I G PR CLEA Te 
9 x? Fr ? 


quiest toujours convergente, tant que le module de x reste inférieur au mo- 
dule X de x; il suit de la formule (6) que f(x) sera développable en une 
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de æ, si le 
module de la variable réelle ou imaginaire x conserve une valeur inférieure 
à celle pour laquelle la fonction f(x) (ou sa dérivée du premier ordre) 
cesse d’être finie et continue. Ainsi, en particulier, puisque les fonctions 


, 2 
COST , sin T, et, AE cos(i—x*), etc... 


(et leurs dérivées du premier ordre) ne cessent jamais d’être finies et con- 
tinues , ces fonctions seront toujours développables en séries convergentes 
ordonnées suivant les puissances ascendantes de x. 
Au contraire, les fonctions 
(Gi + x), —, 7 étC. 

qui, lorsqu'on attribue à x une valeur imaginaire de la forme Xe”’V—1, 
cessent (avec leurs dérivées du premier ordre) d’être fonctions continues 
de x ,au moment où le module X devient égal à 1, seront certainement déve- 
loppables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascen- 
dantes de la variable x, si la valeur réelle ou imaginaire de x offre un mo- 
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dule inférieur à l'unité ; mais elles pourront devenir et deviendront en effet 
divergentes, si le module de x surpasse l'unité. Enfin, comme les fonctions 


I 
(ES cos—, etc..., 


deviennent discontinues pour une valeur nulle de x, par conséquent, lors- 
que le module de x est le plus petit possible, elles ne seront jamais déve- 
loppables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascen- 


dantes de x. 
Il suit encore de la formule (6) que, dans le développement de f(x) 


suivant les Hire ascendantes de x, le terme général sera 


(7) LE S@dp=S— S%(0) 


27 J 


L..…# 


Donc, lorsque la fonction f(x) sera développable en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ARTS de x, on aura 


(8) f(x) =Jf(0)+ - = J' (0) + = f'(o)+etc..…, 


conformément au théorème de Maclaurin. 


Si l’on nomme £ le module de x, et A f(x) la limite du module de f(x), 
c'est-à-dire, la plus grande valeur que ce module puisse acquérir, quand on 
y fait varier l’angle p sans changer le module X; le premier membre de la 


formule (7) aura (*) un module inférieur à 


(6) | () AJ Ge), 


(*) Comme le module de la somme x + y + z +... ne peut surpasser la somme des 
modules de x, y, z,... (voyez les Exercices de Mathématiques), si l'on désigne par 
z (x) une fonction réelle ou imaginaire d’une variable x, par a, b deux valeurs parti- 
culières de x, réelles et propres à vérifier la condition a <b, par n un très-crand nombre, 


et par z le rapport Es , le module du produit 


i{m(a)+æ(a+i +...+aæ[at(n—i)i]} 


ne surpassera pas le produit de n#1=b—a par le plus grand module que (x) puisse 
acquérir, quand on fait varier x entre les limites x=—a,x—b=—a+# ni; et par con- 
séquent ce plus grand module sera une limite supérieure au quotient qu’on obtient en 


b 
divisant par b— a l'in tégrale f° # (x) dx. Donc aussi le plus grand module du rapport 


= f@), ou l’expression (9), surpassera le quotient EU Fe © f(x) dp par 27. 
b 


IH '_Arr 


(54) 


c'est-à-dire au terme général de la progression géométrique qui a pour 
somme 


1 X SA EU 
(ro) x A (x). 
Donc le reste de cette progression géométrique, savoir, 
4 


xx 9) A/(x), 


surpassera le reste de la série couvergente qui représente le développe- 
ment de f(x). On pourrait encore arriver à la même conclusion de la ma- 
nière suivante. 


On a généralement 


ni +I+E+. + _- 


Z— x x 2° mt (re) 


Par suite, la formule (6) donnera 


HAAEESNR Oo) + f (o) +...+ A le (o) 


13 


(11) 


+ — 


26 se VS SEVEN 


Donc le reste de la série de Maclaurin prolongée jusqu'au n°" terme, 
sera 


(12) A Mere ele 


Or, le module de la fonction renfermée sous le signe f dans l'intégrale (12) 
étant inférieur à l'expression (11), il est clair qu’on pourra en dire autant 
de l'intégrale même. 

En résumant ce qu'on vient de dire, on obtient la proposition suivante. 


1° Théorème. La fonction f(x) sera développable par la formule de Ma- 
claurin en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes de x , si le module de la variable réelle ou imaginaire x conserve une 
valeur inférieure à celle pour laquelle la fonction (ou sa dérivée du premier 
ordre ) cesse d’être finie et continue. Soient X cette dernière valeur ou 
une valeur plus petite, et xune expression imaginaire qui offre le module X. 
Les modules du terme général et du reste de la série de Maclaurin seront 
respectivement inférieurs aux modules du terme général et du reste de la 
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progression géométrique qui a pour somme 
: X jh 
(13) sr —=AJ(x), 


par conséquent au terme général et au reste de la progression géométrique 
qui a pour somme l'expression (10), £ désignant le module de X. 

De même, si l’on désigne par f(x, y, z,...) une fonction des va- 
riables x, y,2,..., par x, y, 2,... des valeurs imaginaires attribuées 
à ces variables, par X, Y, Z,... les modules de x, ÿ,2z,..., et par 
À f(x, T FAR .) la limite du module de f (x, TJ; CHR 2) , C’est-à- 
dire la plus grande valeur que ce module puisse acquérir quand on y fait 


+ L ê To sans changer X, Y, Z,..., 
on établira facilement la proposition suivante. é 


varier les rapports imaginaires 


2° Théorème. La fonction f (x, y, z,...) sera développabie, par la 
formule de Maclaurin étendue au cas de plusieurs variables, en une série 
convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, y, z,..., 
si les modules des variables réelles ou imaginaires x, y, z,... conser- 
vent des valeurs inférieures à celles pour lesquelles la fonction (ou lune 
de ses dérivées du premier ordre) cesse d’être finie et continue. Soient 


X, Y, Z,.….. ces dernières valeurs ou des valeurs plus petites; et x, TV A) 
des expressions imaginaires qui offrent pour modules X, Y, Z,... Les 
modules du terme général et du reste de la série en question seront 
respectivement inférieurs aux modules du terme général et du reste de 
la série qui a pour somme le produit 


X Y Z Le dm ds y 

(14) Henvaie 7 AS (x, r, 2410 

par conséquent au terme général et au reste de la série qui a pour somme 
X Y Z Dimcatir 

(25) Rae NU (AU Re) 


£ , n, C étant les modules de x, y, z,... 


Telles sont les propositions qui, dans le calcul des limites, servent de 
base à la théorie du développement des fonctions explicites d’une ou de 
plusieurs variables x, y, z,…, suivant les puissances ascendantes de x, 
J, 2, Observons au reste que le théorème 1° peut être appliqué même 
au développement des fonctions de plusieurs variables; car, pour déve- 
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lopper f (x, y, z,..) suivant les puissances ascendantes de x, y, z,.., 
il suffit de développer, suivant les puissances ascendantes de &, la fonc- 
tion 


JU(aX, ar, az; .4 4) 


ou même la suivante 


AC AR RC tend 


k, k', k",.. étant des nombres entiers quelconques, et de poser ensuite 
«= 1, En opérant de cette manière, on prouvera sans peine que, si, dans 
le développement de f(x, y, z,..) on néglige les termes où les expo- 
sants n,n’,n",. de x,7, 2, vérifient la condition 


(16) nk+n'k + n'"k" +... =ou>hÀ 
(hk étant un nombre entier donné), l'erreur commise ou le module de la 
somme des termes négligés ne dépassera pas 

I 


(17) an A/(atx, ak Dee NUE 


A désignant le module de &, et ce module étant supérieur à l'unité, mais 
choisi de manière que la fonction 


f(akx, aly, at'z,...) 
reste finie et continue pour ce même module de « ou pour des modules 


plus petits. Dans le cas où les nombres 4, #£', k",.. se réduisent à l’unité, 
la condition (16) donne simplement 


(18) n+n +n'+...—=ou >, 


et l’expression (17) se réduit elle-même à 
I 


(19) un 4y)(ex, ay, FARM à 


La détermination de limites supérieures aux restes des séries qui re- 
présentent les développements des fonctions explicites se trouve réduite, 
par les théorèmes 1 et 2, à la détermination des quantités de la forme 


(20) NET (AMP OUMA ES EP eCRESt 


.On pourrait même à ces quantités en substituer d’autres qui seraient 
évidemment plus grandes. Or, il est généralement facile de déterminer ou 
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les valeurs exactes des expressions (20), ou du moins des nombres qui 
surpassent ces valeurs. Ainsi , par exemple, si l’on désigne par a une quan- 
tité positive et par e la base des logarithmes népériens, en prenant suc- 
cessivement pour f(x) les fonctions 


NE 608 OL EM , er, eez =, gts tateVri, 


x 
on trouvera 
A (a+ xz)=A(a—x)=a+x, 
FR a a 
(21) A(ax)— ax, A(=)=%; 
Aer = Ae-?—AezV-i—Ae-rV-I =eX, 


Aa Aa Aa V-i=Aa-:V-i=ax, 
De même, en prenant pour f (x) les fonctions 
CA fe PA 2 270) Fr 
et supposant X 1, on trouvera 


un faG+2) =A(62E) 2640 
Aix) = AG—x) =(i—X)Te. 


Si l’on prenait f(x)—sinx, le carré du module de f(x)=sin x 
serait le quart du trinome 


e2Xsinp + e—2Xsinp__ cos(2X cosp). 


. . : . ë FT 
Or il suffit de faire varier l’angle p entre les limites p= 0, p—=, pour 
que ce trinome acquière toutes les valeurs qu'il peut recevoir; et, comme 


sa dérivée relative à p est le produit de 8X° sinp cosp, par la différence 


e2Xsinp __,—2Xsinp sin(2Xcosp) 


4X sinp 2X cos p 


» 


qui reste toujours positive, puisque le premier terme est supérieur et le 
second inférieur à l'unité (*), il est clair que le module de sin x croîtra sans 


(*) On a effectivement, pour des valeurs réelles de x, 


2 


Æ mr 
MAL 3) out da et pee 


2X AO 


CT —eTE 
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cesse depuis p=0o jusqu’à p =>. Donc A sin x sera le module de sin x 


— ] ———@— 
pour x=Xe? Lei —= X V—:1, en sorte qu’on aura 
Lie eX—e—À * 
Asinx — Er ch 100 trouvera de même 
(23) dl KL US X 
ACT = ! 
2 
On aura par suite 
| # EX e—X Rs, L 
Asin (ax) QUE ESS rep a HENARE à \/sin°a, 
(24) ÿ ter x te Lx 
Acos(aÆ x) = ou << ————— VERT a + - — \/sin°'«a, 


etc. +. 


Soient encore u, v,w,... des fonctions des variables x, y,23,..., et 
u,, w,... ce que deviennent 4, #, w,... quand on y remplace x 


par x, y par Y, z par z,.... On trouvera 


AUS PEENTEC NN) 


(25) CSP ben ab 


etc, 


Où A u HA oEL Amwit..., 
OU LAUSANNE Aw... 


AeuV— = où < 2 À cos u, 
elCr 


(26) 


Pour faciliter la recherche de quantités égales ou supérieures à 


Af(x) ]PAUSEE LS z), il est utile de considérer non-seulement les 
plus grandes, mais encore les plus petites valeurs que puissent acquérir des 


; — —  — : + T Z 

fonctions de æ, y, 2... quand on fait varier les rapports X &; Zoe 
Concevons que, les plus grandes valeurs étant toujours indiquées à l’aide 
de la caractéristique À, on désigne les plus petites à l’aide de la même 
caractéristique suivie d’un accent, ou de A. On trouvera, en supposant & 


positif, 
4 


(59) 
A'(a+x) = A'(a—x)—=ax, pour X< a, 
A'(a+x) = A'(a—x)=X—a, pour X> a, 


- AN e_1: TEA EC] 
(27) ‘d'u 209 MN: D NES 
A'er=N'e-t= A'er Vi A'e-rV-i=e-X, 
A'az=A'a-t= N'a V-i=N\'a-z Vi ax, 


A' (1 zx) —= A'(1 — zx)" — (ri =X}*, 


28 LE L our X 1, 
Me ne Gate us 
(29) A'sinx=sinX,. A'cosx=cosX, 

(30) A'(uvw...)— ou > A'u.A!'v.A'm... 


etc L 


On aura d’ailleurs 
(31) A==ou< ——, A'= = ou > —<, 


A'(u—Æv)= ou > A'u— Av, siA'u> Av, 
A'(u—Hv)—=ou > A'v— Au, siAv > Au, 


etc... 


(32) 


Supposons qu'à l'aide de ces diverses formules on veuille calculer par 
exemple une limite égale ou supérieure à 


en supposant À u € X. On trouvera successivement 


À "2 — "ou HAT LÉ HU — , 
Lo U A'(r —u) 


et 
A'(x—u) = ou me LL ET 


puis on en conclura 


(33) AU Per 


T — u NME 


Lorsqu’à l’aide de formules semblables à celles qui précèdent on a déter- 
miné les quantités (20) ou des quantités évidemment plus grandes et 
8. 


(60) 
qu'on peut leur substituer sans inconvénient; il convient de choisir les 
modules X, Y, Z,.. desquels dépendent ces mêmes quantités, de manière 
que les limites supérieures aux modules des termes généraux des séries 
que l’on considère et des restes qui complètent ces séries acquièrent les 
plus petites valeurs possibles. 

Observons encore que, dans la recherche d’une limite supérieure au 
module du reste qui complète le développement de f(x), on peut substi- 
tuer à la formule (11) la plus grande valeur que puisse acquérir le module 
de la fonction renfermée sous le signe f° dans l'intégrale (12), c’est-à-dire, 
la quantité représentée par la notation 


x" 2 
(34) se / 0] 
En prenant cette dernière quantité, au lieu de la quantité (11), pour la 


limite dont il s’agit, on diminuera souvent la valeur de cette limite, at- 
tendu que l’on aura généralement 


(35) A[- ere mn S rerr dures A f(x): 


Mais d’un autre côté, le calcul de cette même limite deviendra plus 
difficile. Il semble que pour cette raison on devra ordinairement préférer 
la formule (11) à la formule (34). 

Lorsqu'on a déterminé la quantité (34) en fonction de X, il convient de 
choisir X de manière à ce que cette quantité devienne la plus petite pos- 
sible. Alors l’expression (34), considérée comme une valeur particulière 
du module de la fonction 


(36) Ts J (x) 


PU E 


ni ee 


est tout à la fois un maximum maximorum de &e module , relativement 
à l'angle p, et un minimum relativement à X, ou ce que nous avons 
nommé dans un autre Mémoire le module principal de la fonction (36) 
[voyez le tome VIII des Mémoires de l’Institut]. 


Pour montrer une application des principes que nous venons d'établir, 
prenons successivement pour f (x) les deux fonctions 
| ER A(TEE XL): 
qui, comme on l’a vu, peuvent être développées en séries convergentes 


ordonnées suivant les puissances ascendantes de x, la première, quel que 
soit x, la seconde, lorsque le module de x est inférieur à lPunité. Les 


( 61 ) 


expressions (0) et (11) deviendront, pour f(æx)= e*, 


(37) ex, > LE er 
et pour f(x)=(i+x)T", 

e À dis 
tb) RG—X XXE G XX 


La première des expressions (37), considérée comme fonction de X, ac- 
quiert la plus petite valeur possible, lorsqu'on suppose X = », et alors ces 
expressions se réduisent à 


eë\n n eË\n 
(39) (+) À n—# =) : 
Donc les quantités (30) sont des limites supérieures aux modules du terme 
q 9 P 
général de la série qui représente le développement de e* et du reste qui 


la complète, ? désignant le module de X. Pareillement la première des ex- 
be 8! À P 
pressions (38), considérée comme fonction de X, acquerra la plus petite 


valeur possible,lorsqu'onsupposera X = - PI = et alors les expressions (38) 
deviendront ‘ 

(n+ajrte ñ (ua, 
(49) MR ET et 7 ie PA do 


Donc les quantités (4o) sont des limites supérieures aux modules du 
terme général de la série qui représente le développement de (1 + x)" et 
du reste qui la complète. 

Concevons maintenant que l’on prenne pour f(x) une fraction ration- 
nelle, en sorte qu’on ait 

f (x) 

f (x) et F(x) désignant deux fonctions entières de x. Soit d'ailleurs p Le 
plus petit des nombres p,p',p",... qui représentent les modules des ra- 


cines de l'équation 
Ho) 


On conclura des principes ci-dessus exposés, 1° que la fraction rationnelle 
f (x) P | æ: ; ï ; 
—— sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puis- 
F (x) 

sances ascendantes de æ, tant que le module £ de la variable x sera 


inférieur à p; 2° que, si l’on attribue à X une valeur intermédiaire entre £ 


(62 ) 
et p, le reste de la série offrira un module inférieur au produit 


£" 1 
XXE) SF(r). 


D'autre part, comme, en appelant K la valeur numérique ou le module de 


F (o), on aura 


RÉMMA EE ppp"... Af(®) 
= LOU 57 ; s 
F(x) = K  (p—X)(r—X)(p" —X). 
il est clair que le module du reste de la série sera encore inférieur au 
rapport 
KXM— TX —E) (p—X) (p—X) (p°—X)... 


Parmi les valeurs qu’on peut attribuer à X, il serait difficile de calculer 
celle qui fournit le minimum du rapport dont il s’agit, ou même le maxi- 


mum du produit 

APRES) APM EME (PS RREee - 
Mais on déterminera sans peine les deux valeurs de X qui fournissent les 
maxima des deux produits . 


XTE(p=—X), (X —E) (—X); 


et ces deux valeurs feront connaître deux limites supérieures au module 
f (x) 
F(@) 

f (x) 


Si, au lieu de prendre pour f(x) la fraction rationnelle F() ? ON Sup- 


du reste de la série qui représentera le développement de 


posait 
DUCTINT 


ses (F2) 


a étant un nombre fractionnaire ou irrationnel, un module de x inférieur 


| f mi), p. 
à o rendrait encore la fonction FE) développable en une série conver- 


gente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, pourvu que le 
nombre p désignät le plus petit de tous les modules appartenant aux racines 
des deux équations 
PACE TL = 0: 
Alors aussi le reste de la série offrirait un module inférieur au produit 
" # fe (x)\° 
XP" (Xi à) F(x)/. 


(63) 


Si, pour fixer les idées, on suppose 
I(d)enr F(x)=1—2xcos ts ee Lim NS fi ) TETE | 


d' étant réel, on trouvera p = 1; et l’on en conclura que tout module de 
x inférieur à l'unité rend la fonction 


(1—2x cos d'+x)— 


développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de x;ce que l’on savait déjà. [ Voyez un Mémoire de M. La- 
place et une Note de M. Plana insérée dans le XIV*° volume de la Corres- 
pondance astronomique de M. de Zach ]. On reconnaîtra aussi que le reste 
de la série offre un module inférieur au rapport 
ge 
RÉFORME NS RP? 


et par suite aux deux nombres 


(n+Hoa—i)"tte + (2 a + 1j (y pyrei p 


(n— 3) (2a)% (n—1)(1—£)—2a8? (24) °° (Has)? 


qui représentent les valeurs du même rapport correspondantes aux valeurs 
mazxima des produits 


XX) (KE) (Gi — x} 


Avant de passer à la théorie du développement des fonctions impli- 
cites, nous ferons remarquer que l’exposition des principes ci dessus éta- 
blis peut être simplifiée à l’aide du calcul des résidus. En effet , les formules 
(1), (2), (3), (5), (6), (8), qui d’ailleurs étaient déja connues, se trouvent 
toutes comprises dans une des formules fondamentales que présente je cal- 
cul des résidus, et que l’on peut écrire comme il suit 


(41) Te p (x) GT 1e (=). () 


Fr) No 


(*) Pour plus de simplicité, nous remplaçons ici les doubles parenthèses du calcul des 
résidus par deux crochets trapézoïdaux. De plus, à la suite du dernier crochet, nous pla- 


çons la variable à laquelle se rapporte le signe d , ainsi que M. Blanchet l’a fait dans ses 


derniers Mémoires , en adoptant notre nouvelle notation. 


(64) 
g (x) étant une fonction qui conserve une valeur unique et déterminée 
pour toute valeur réelle ou imaginaire de x correspondante à un module 
renfermé entre les limites o,X. 
Soit maintenant y une fonction implicite de x, déterminée par une 
équation de la forme 


(42) fa J)=0, 


et b une valeur de y qui corresponde à une valeur particulière de x. Si 
lon fait 


(45) JT =b+2z, 
l'équation (42) deviendra 
{11 Lei J@ b+:)= 0 


Cela posé, désignons par x (x, y) la dérivée de f(x, y) prise par rapport 
à y, en sorte qu'on ait identiquement 

af @r7) 
(45) x (er, 7) = RD. 
Supposons d’ailleurs que l'équation (44) admette une seule racine réelle ou 
imaginaire z dont le module soit inférieur à Z , que la fonction f(x, b+ :) 
conserve une valeur unique et déterminée pour toute valeur réelle ou 
imaginaire de z qui offre un module égal ou inférieur à Z, et que, pour une 
semblable valeur de z, la fonction F (y)= F (6 + 2) ne devienne jamais 
ni discontinue ni infinie. On aura 


(x) x (æ,b+2) 
(46) FN = (Sr @+>), 


le signe d,se rapportant à la variable z. D'autre part, si l’on désigne par z 
une expression imaginaire dont le module soit Z, en sorte qu’on ait 


JL se 
(47) 3 = 2 EU ‘ 


q représentant un arc réel, la formule (41) donnera 


) QU (ren Ge) = af, 5 DR Da 


SAT bit 2) ACL 
Donc l'équation (46) pourra être réduite à 
(49) Fine ft 3 EH F(b +3) dq. 


2 Jr f(x,b+5 


( 65 ) 
On peut au reste déduire directement la formule (49) de l'équation (5), en 
opérant comme il suit. 


Lorsqu'on suppose z — z,les deux termes du binome 


f(x, b+3) amet Z2— 2 


deviennent infinis ; mais ce binome lui-même acquiert généralement une 
valeur finie, savoir, 
FO+2) RP 
D,F(b+ 2) += der a Dax (x; b+ 2). 
Donc, sile module Z de z est choisi de manière à remplir les conditions pré- 
cédemment énoncées , savoir, 1° que l'équation (44) admette une seule ra- 
cine dont le module soit inférieur à Z; 2° que la fonction F(b + z) ne 


devienne point infinie ou discontinue pour un module de z égal ou 
inférieur à Z, le produit 


b + 2) # F(b+2) 
5 (Em F(b4+ 3) — 209) 
Go) (x, b+2) ÉE arist Z— 2 
restera fonction continue de Z et de q pour la valeur attribuée à Z ou pour 
une valeur plus petite. Or, si, dans l'équation (5), on remplace x par Z; 


et la fonction f (x) par le produit (5o), on trouvera, en prenant pour z 
la racine de l'équation (44), 


7 x b+E UE 2 NT ado LORS 
ee (b+ 2) dy =F(b if ET omF(b+r)=27F(r), 


et l’on sera ainsi ramené à la formule (49). 
Lorsque, dans la formule (49), on pose F(y) = 1, elle donne 


5 dE Er US 
( 1) = il ET f(x,b+z) : 


Lorsqu'on y suppose au contraire 


F) = 


on en conclut 


b+z) 
ba SAS F5 ent o d 
(52) J=X) 2(b+ )° ARRET 
Æx. d'An. et de Ph. math., T. 1]. 1 livr.) g 


( 66 ) 
puis, en ayant égard à l'équation (51), 
ag zX (x, b + 2), 


I 
(53) J=b+. à APE D 


Si l'équation (44) admettait m racines égales ou inégales dont les mo- 
dules fussent inférieurs à Z, en désignant par 2, 2,, 22: +.,Zm—1 CES MÊMES 
racines, €t par ÿ; Jas Pas ve es ma leS racines correspondantes de l'équa- 
tion (42), on trouverait 


< * (x) x,b+z 
Gi) FO)+FO) +. ro) CT (ER +2): 


puis de cette dernière formule, combinée avec l'équation (48), on déduirait 
la suivante 


F: . LAN ,bæ+2) - 

EN CE Cr) IR (GEL LES NE AT) ppp 2) dos 
(55) FOIE (TD FO) SE [2 2 RER G +2) di 
que l’on peut établir directement aussi bien que l’équation (49). Si, dans 
la formule (55), on pose F(y)= x, elle donnera 


L LT TT iv (æ, b+ 2) d sen 
(56) a LM en Tele 


Si l’on pose au contraire F — on trouvera 
Ï ; 


VON AE AGE b+z) 
(57) phritrt trees fTsGHDE Ut dg, 


puis, en ayant égard à l'équation (56), 
T 72 x (x, b + 2) 
wi f(x, b+: z) 


Nous montrerons tout à l'heure comment, à l’aide des formules (53), 
(58), (49) et (55), on peut développer les fonctions implicites de la variable x 
en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de cette variable. 
Mais auparavant il importe d'établir une proposition digne de remarque, 
et qui peut être employée très-utilement quand on veut déterminer le 
nombre des racines de l’équation (44) qui offrent un module inférieur à Z. 
Voici l'énoncé de cette proposition. 

3° Théorème. Soit m le nombre des racines de l’équation 


(59) Jo, b+z)=o, 


(58) Ji te nn = mb + 


(67 ) 
qui offrent des modules plus petits que Z. Supposons d’ailleurs, 1° que, 
pour des modules de x et de z respectivement inférieurs à X et à Z, la 
fonction f(x, b + z) obtienne toujours une valeur unique et déter- 
minée; 2° que, Z étant le module de z, le logarithme népérien du rapport 
F(x,b+32) 
fo,b+2)" 


(60) [Éb #2) 
flo, b+2)" 


soit développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de x, pour tout module de x inférieur à X. Pour un sem- 


blable module de x, l'équation (44) offrira elle-même un nombre m de ra- 
cines dont les modules seront plus petits que Z. 


Démonstration. En effet, admettons que, pour un module de x infé- 
rieur à X, on puisse développer 
I FE b +2) 
J'(o, b+2) 


en une série RON NE ordonnée suivant les puissances ascendantes de x. 
Un aura 


| f (a b+3) 
FN OPAERTe 


— XU, + x°U, + LU + etc... 


U, U,, Us,....... étant des fonctions de z qui pourront s'exprimer au 


moyen des valeurs que prennent la fonction f(x, b+z) et ses dérivées 
relatives à la variable x quand x s’évanouit. Or on tirera de l’équa- 


tion (61) 


(62) x (x, b+2) _ x(0, behahog, _ 


du 
3" H etc... ; 
f(e, Biz) oui fo, b+z à dz 


puis, en intégrant par rapport à g, entre les limites 


Q=—7 q4=7, 


les deux membres de la formule (62), multipliés par 


(68 ) 


et observant d’ailleurs que, prises entre ces limites, les intégrales 


du = _ — dus | 
[— Z —= u + const., [= di = u, + const., etc... 
“ Ce Z 


dz 


s'évanouissent, on trouvera 


m 4x, b+2) 211 r y(o, b+z) - 
1e No) RE NE 


ou, ce qui ES au même, 


I 1x(x, dre T 20, b+ 2) b+z) 

(63) RE ER —— zdq. 

| LG cr)t 27) f(o, b+3) 
De cette dernière formule, combinée avec la formule (56), il résulte que, 
dans l’hypothèse admise, le nombre des racines qui offriront des modules 
inférieurs à Z sera le même pour l'équation (44) et pour l'équation (59), 
ce qu'il s'agissait de démontrer. 

Lorsqu'une seule racine de l'équation (59) présente un module inférieur 
à Z, alors, en supposant remplies les conditions énoncées dans le 3° théo- 
rème, l’on peut affirmer que l'équation (44) offre pareillement une seule 
racine dont le module soit inférieur à Z. 

Il est bon d'observer que la démonstration donnée ci-dessus du 3° théo- 
rème repose entièrement sur la formule (62); et, comme cette formule 
subsiste toutes les fois que, pour un module de x inférieur à X, le 


rapport 


(x, d . 2) 


(64) f(x, b+3) 


est développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de x, ilest clair que l’on peut au théorème 3 substituer la 


proposition suivante. 


4° Théorème. Soit m le nombre des racines de lé Ge PEL (59) qui offrent 
des modules plus petits que Z. Supposons d’ailleurs, 1° que, pour des 
modules de x et de 3 respectivement inférieurs à X et à Z, la fonction 
f(x, b+ z) obtienne toujours une valeur unique et déterminée; 2° que, 
pour un module de x inférieur à X, le rapport (64) soit développable en 
une série convergente ordonnée suivant les puissantes ascendantes de x. 


( 69 ) | 
Pour un semblable module de x, l’équation (44) offrira elle-même un 
nombre » de racines dont les modules seront plus petits que Z. 
Concevons à présent que l’on intègre, entre les limites 9= —7, 
qg =, la formule (62), après avoir multiplié les deux membres, non 


plus seulement par zdg, mais par le produit 
F(b+ z).zdg = 7= F(b + z)dz, 
—1 


la fonction F(y)=—F(b<+ 2) étant choisie de manière que F(b + 2) 
reste finie et continue pour un module de z égal ou inférieur à Z. Alors, 
en posant pour abréger 


(65) Æ — p, 


puis ayant égard à l'équation (55), et désignant par 6, 6,,..., 6m, 
celles des racines de l'équation 


(66) ER RE 

qui correspondent à des modules de z plus petits que Z, on trouvera 
F(P) HE (7) HF (re) = F(O + F(E)+.+F (Es. 

6 To — — _ a T = — _ 

(67) sf v,zF(b+z) dq + fe v,2zF(b+ z) dg +... 


De plus, comme, 7 étant un nombre entier quelconque, l'intégration par 
plus, ; ; 
parties donnera 


EC 2) du, = um F(b +7) — [fus P(b+ 3) di, 
ou, ce qui revient au même, 


[EG +2) Le 2dq= HEOEO D fap(p+2).34, 


V—r 


et par suite 


(68) [LF@+:) msdg=— [Tause (+2) dg, 


(:900 
on trouvera encore 
F(Y)HF (y) HF (Jun) =F(6) + F(6,)+... HF (6) 
(Go) ef u, 2F+E)dg— E [7 u,2F (642) dg 


27 


Les valeurs des intégrales que renferment les équations (67), (69) peuvent 
être aisément déterminées à l’aide de la formule (48), de laquelle on tire 


L me _- (Z) (x) 
>. fo ’,2F (b + z) dq FA CE F(b+z){("), 


HP - LaReer (ue, 
= [2 u, 2 F'(b + z) dq UE D F'(b+z){(u,),, 


u, et #, désignant ce que deviennent 4, et v, quand on y remplace z par z, 
ou, ce qui revient au même, les coefficients de x" dans les développe- 
ments des expressions 


f(x, b +2) x (x, b+2) 
(70) rt b +2)’ (71) f(&, be) 
Cela posé, les formules (67), (69) donneront 


F(r)+F(r)+. Que EC Ya) y F'6) <e (6,) + 24e .+F(6,-,) 
Z m 7) ! 
D a ED Fa) (0) + a LT FE). 
et 
: F(Y)HE (7 )+e HF(Ju) = F(6)+F(6,)+..+F(6,,) 
CSICRE Dpt nt 
(73) ea F'(b+z){(u,), — x Ce F+2) (2). + _e 
Si, dans les formules (69) et (73), on prend F(y) = 1, ofi se trouvera 


immédiatement ramené au théorème 3. Si l’on prend au contraire 
F(y)=7, les mêmes formules donneront 


FHTihesssss. Him = +6, +... +6, 
2° id [© u, zdq — etc. , 
et 


: (arme her Fm =6+Éé, +... + En | 
(75) HE DR OR FA). es 


Co JE) 


(QE) 
Si maintenant on suppose qu’une seule racine de l'équation (59) offre 
un module inférieur à Z, et que cette racine soit précisément égale à zéro, 
on aura m—1, 6 —b, et les formules (67), (69), (73), (74), (95) se ré- 


duiront à . 


F(yr) = F(b) + ET M2F(b + x) dj 


(76) PA dE j 
are v,Z2F(b + z)dg + etc, 
F(y) = F(b) — ZE f° u,2F'(b + z) dg 
(77) a BRIE FAN AN ; 
mnt LS u,2F'(b + 2) dq — etc., 
FO) = FO) EU PE + 2) (a). 
8 T 
(8) — x ® LS F'(b + z){(u), — etc., 
(79) r=b— if af u,zdq — etc, 
(80) y=b—x dar u,), ARTE Ua]: — etc... 


(Que 3 CG a 
Les formules (67), (69), (72), (73), (74), (75), (76), (77): (78), (59), 
(80) fournissent, sous les condilions ci-dessus énoncées, les développe- 


ments des fonctions implicites de x représentées par y et F(7), ou par 


PHP an et F(r)+F (Pi) HF (Ya) en séries conver- 
sentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de x. Observons 
d’ailleurs qu’en vertu des formules (76) et (67), le coefficient de x’ dans le 


développement de F(y) où de F(y)+F(y,) +... LF(yu) of- 
frira un module inférieur au module maximum du produit 
2EF(b+z), 


qui est lui-même le coefficient de x" dans le développement de la fonc- 
tion 


1 3 ze: 6 +2) 2). 
(81) ee Bet AE, 


On pourrait, dans les formules (46), (49), (54), (55), et dans celles que 
nous en avons déduites, remplacer F(y) par F(x, y), la fonction 


F(x, y) = F(x, b +3) 


(72) 
étant choisie de manière à rester finie et continue pour des modules de x 
et de z respectivement inférieurs à X et à Z. Alors, à la place des formules 
(54) et (55), on obtiendrait les suivantes 


2) pr) (x(x, b+:) 
8 F , F , F Mm—) = F , b » 
@2) FGF GT HE (7m) = MON EE RDF +2), 


(83) F(x;,7)+F(x,7:)+. HFGaD= [7 z ER (x, b+z) dg, 
1 (x 


dont la dernière, combinée avec la formule (6), donnerait 


BD FETE Feng [OT [TL F(E, 643) pds. 


FT X—%X 


Lorsque le nombre m se réduit à l'unité, l'équation (84) devient 


G5) F(n=ref. Jupe ee Be) Den 


Or, en vertu des formules (84), (85), le terme général de la série qui 
représentera le développement de F (x, y) ou de la fonction 


F(x, J)+F(x, p)+..+F(x, Ja) 


suivant les puissances ascendantes de x, et le reste de cette série, offriront 
des modules respectivement inférieurs à ceux du terme général et du reste 
de la progression géométrique qui a pour somme 


XZ ,zx(x, b+3) 
dm RCE) 

Lorsque, dans la formule (84), on fait successivement F(x, y) = 1, 
F(x, 7)= 7, on en conclut 


x, b+z 
(87) JÉTNit.. Hand + = f Lee EE dpdy 


(86) F(x, b+z). 


puis, en supposant Mm = 1, 


Ne DUR LA 7 x x(x, b+3z) 
( pbm fr 4 


Donc le terme général et le reste de la série qui représentera le dévelop- 
pement de y ou de y+ ÿ,+...+yn_, Suivant les puissances ascendantes 
de x, offriront des modules respectivement inférieurs à ceux du terme 


(73) 


général et du reste de la progression géométrique qui a pour somme 


, XP Ju te, LE) 
7 CE NEN EE) 


Si l’on désigne par U, le coefficient de x" dans la série que l’on obtient 
en développant suivant les puissances ascendantes de x le second membre 
de l'équation (83), on aura évidemment, pour z > 0; 


d 
(go) (HAL PAIE sp: [at +2 he 3) ]d; 
1.2..n27 f(x, Hi 
ou, ce qui revient au même, 
rv 1 (2) pr) Al xx, b—2) ] 
on fre Ro d foi (p: f(x, b—2)/): 


la variable æ devant être réduite à zéro après les différenciations, et le 
signe se rapportant à la variable z. On trouvera pareïllement, pour 


JE == 10" 


__r1frzx(o, b+2) : 
(92) DU = = SAT ere FT TE (0 b+2) dq, 


ou ,ce qui revient au même, 


/ (2) pr tr) (ES b +2) ] 
3 me + . 
(os) Fe On TITRES AGE pede 


Comme on aura d’ailleurs 


AE ad SE AC a OO NU FALSE b + 2) 
f(x, b+2)  f(o, b+3z) fto, b+2) 


on pourra encore aux formules (Go), (91) substituer les suivantes: 


(oi) | be Eure De PCs 
| nf n tienne) 
(05) D mage rare bc), 
— (PO ES ner (x, +2)]). 


Ex. d’An. et de Ph. math., T. II. (44 livr.) Lo 


( 74) 


Lorsqu'une seule racine de l’équation (59) offre un module inférieur 
à Z, et que cette racine est précisément zéro, les formules (92), (91), (95) 
AAA simplement 


(96) Uis==0n {0 2) 
I n—3 | Qu)" AC b+ 2) 
(97) UE RSS RES eg D; [2 D: FC, Fa Da) (4 b+)) |, 
et 
D = EEE a} 
(98) 1 


— DT E 2" D: (ET FD. F(x, 642) |. 


les variables x et z devant être réduites à zéro , apres les différenciations 
effectuées. Alors aussi l'équation (44) n’admet qu’une seule racine z dont 
le module soit inférieur à Z, et la série qui a pour terme général U, x" est 
le développement de la fonction 


INCARNE AN 22 


Lorsque celles des racines de l'équation (59) qui offrent des modules 
inférieurs à Z sont toutes égales entre elles et se réduisent à zéro, alors, 
en nommant toujours w, le coefficient de x" dans le développement de 
l'expression (70), et désignant par N le nombre des racines nuiles de 
l'équation 


(99) NEO) 


on tire des formules (92), (91), (95) 


(100) 4 MP (0,0), 

1 Fe n (x (x; d +2) 
(roi) PR ENT Ne nes D: [ z "D" ve Ha (2 b+2)) |, 
et 
A VU. D'F(x, À 
102 

1 Re) AR OR CRE) EU À LE in) Ês 

a .(N—1) 142. reve nl C2 D: UE b+2) ll 


x et z devant être réduits à zéro. après les différenciations. Alors aussi la 
série qui a pour terme général U,x" est le développement de la fonction 


(75) 
F(x, 7) + Fix, Ji)+....+ ENTER 


Ÿs Pisces Jim représentant celles des racines de l'équation (42) qui 
correspondent à des modules de z plus petits que Z. 

Si, dans les formules (96), (98), on remplace F(x, y) par F(r), elles 
donneront simplement 


(103) Uri 160(0) 
: D'—'[2u, F(b+z)], 


1.2.3.. (7 — 1) 


(104) U, he 
et l’on aura par suite 


F(y) = F(b) — x(zu,)F'(b) — 2 D,[z2,F'(b + z)l 


(105) x 3 ! 
es 5 D 07 u3E (b _e z) | — etC..., 


ou, ce qui revient au même, 
n—00© 
» “ae 
100 F — ss DT RER TS O1 n Î 
Go6) FN = FO — DD re P(b+2)], 
FE 
pourvu que, dans tous les termes du second membre, on réduise z à zéro, 
après les différenciations.On tirera, sous la même condition, des formules 


(99) et (ro1) 
F(y) + F(yi) +... HF(yn) = MmF(b) 


1=00 


(107) F 
D DT Late Pb + 2)] 


EN à 


Si l'on réduit F(y) à y, les équations (106), (107) deviendront 


n—=00 


(108) FT = b — + een D (z"u,), 
(Log) y ri +. HV nr = Mb — > SE NREE ET D;—'(z'"u,). 


Les équations (106), (107), (108), (109) coincident avee les formules (78), 
(73); (Bo) et (75). 


JO. 


(76) 

En résumant ce qui précède, on obtient la proposition suivante. 

5e Théorème. Si les conditions énoncées dans le 4° théorème sont 
remplies, la fonction implicite de x, représentée par y, et déterminée 
par l'équation (42), ou la somme des fonctions implicites représentées 
Par Ÿ, Pis Jm_x pourra être développée à l’aide des formules (79), (80), 
(74), (75), ou, ce qui revient au même, à l’aide des formules (90), (gr), 
(92), (93), en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de x. Si de plus la fonction F(x, y)=F(x, b+ 2) reste tou- 
jours finie et continue pour des modules de x et de z respectivement 
inférieurs à X et à Z, cette fonction, ou la somme 


F(x, Le 4e Fer, F5) +. .+F(x, Du de 


pourra encore être développée, à l’aide des formules (90), (91), (92),(93), 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de x. Ajoutons que les modules du terme général et du reste seront infé- 
rieurs, dans la première série, aux modules du terme général et du reste 
de la progression géométrique qui a pour somme l'expression (89), et, 
dans la seconde série, aux modules du terme général et du reste de la 
progression géométrique qui a pour somme l'expression (86). 

Scolie. On peut assigner à X et à Z une infinité de systèmes de va- 
leurs qui remplissent les conditions énoncées dans les théorèmes { et 5. 
Mais, parmi ces systèmes, il en est un dans lequel la valeur de X est la 
plus grande possible. Cette plus grande valeur de X est évidemment une 
limite au-dessous de laquelle on peut faire varier arbitrairement le module 
de x, sans que les fonctions y, F(x, y), où y+y; +... Lys; 
F(x, y)+F(x, ÿi)+...ÆF(X, Ym1), cessent d’être développables 
en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de x. 

Lorsque, dans la formule (102), les nombres N, 7 deviennent égaux 
entre eux, la valeur de U, se réduit à 


NE Er b) 
(110) ne me ÉD D FC, 248) |, 


1.2..(7—1) 1. TETE fo, f(o, z+b) 
les variables x et z devant toujours être annulées aprés les différenciations. 
M. Laplace, dans les Mémoires de l'Académie royale des Sciences pour 
l’année 1777, a énoncé, sans démonstration, un théorème en vertu duquel 
la précédente valeur de U, serait le coefficient de x" dans le développe- 


(pa) 


ment de l’un des produits 
radar) (ru): 0 mE (a "re. } 


Mais ce théorème, comme l’a observé M. Paoli, est évidemment inexact, 
tant que l’on suppose m > 1. Il redevient exact, et s'accorde avec la for- 
mule (98), dans le cas où lon a m— 1. Dans ce dernier cas, M. Paoli est 
parvenu à démontrer le même théorème de plusieurs manières, mais en 
supposant tacitement que la fonction implicite F (x, y) est développable 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x. 
Il importait de rechercher dans quels cas le développement peut avoir lieu, 
sous quelles conditions la formule (98) subsiste, et quelles sont les limites 
de l’erreur commise quand on arrête le développement apres un certain 
nombre de termes. Le 5° théorème et le scolie qui le suit peuvent servir 
à résoudre ces différentes questions. Quant à la valeur de U, que déter- 
mine l’équation (110), M. Paoli la présente comme exprimant le coefficient 
de x" dans le développement de la somme 


NES D Po tt 20 169 om et CA EE 


ce qui cesse d’être vrai lorsqu'on à N >. Alors à la formule (110) ül 
devient nécessaire de substituer la formule (102). C’est ce dont on peut 
aisément s'assurer en appliquant les formules (102) et (110) au dévelop- 
pement de la fonction 


(111) PL) ») + Fr; 72), 


Ÿs Ja YA étant les racines d’une équation du 3° degré. En effet, la for- 
mule (r10) a conduit M. Paoli à un résultat exact, lorsque l’équation du 
troisième degré était 


(112) (x — b} — x (ay + ec) = 0, 


a, b, c désignant des quantités constantes. Mais la même formule ne se- 
rait plus applicable, si à l'équation (112) on substituait la suivante 


(13) C7 — 8} — x(a7 + eÿ = 0. 


On pourrait généraliser encore les résultats auxquels nous sommes par- 
venus. En effet, si l’on désigne par x, un module de [a variable x infé- 
rieur à X, et par 

CNE ANT 


(78) 
ce que devient x duand on y remplace X par x,, on tirera de la for- 


mule (41) 
Gp [Le —-e(x))dæ 27 PE (2). 


(o) (—x) : 
Or, si l’on substitue la formule (114) à la formule (41}, on obtiendra, au 
lieu du 5° théorème, la proposition suivante. 
Ge T'héorème. Soit m le nombre des racines de l’équation (59) qui of- 
frent des modules compris entre les limites z,, Z; z étant << Z. Soient de 


plus, 2, z deux expressions imaginaires de la forme 


2= Lei, 2 = %eiVri; 


et supposons, 1° que, pour des modules de x inférieurs à X , et pour des 
modules de z inférieurs à Z, la fonction f(x, b +2) obtienne toujours 
une valeur unique et déterminée ; 2° que, pour tout module de x inférieur 
à X, les deux rapports 


Ur, 0 2) MR EME) 
la, bre AL (EEE) 


soient développables en séries convergentes ordonnées suivant les puis- 
sances ascendantes de x. Pour un semblable module de x, l'équation (44) 
offrira elle-même un nombre m de racines dont les modules seront com- 
pris entre les limites z,, Z; et, si l'on désigne par y, ÿ1,..+, Ym—1 1eS 
valeurs de y correspondantes à ces mêmes racines, la fonction y ou la 
somme 


Phi Pit MR TRE 


sera développable en une série convergerite ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de x. Si d’ailleurs la fonction 
F(x, x) = F(x, b +2) 
reste toujours finie et continue, pour des modules de x inférieurs à X, et 
pour des modules de z renfermés entre les limites z,, Z; cette fonction 
F(x, y), ou la somme 
F(x, J) + F(x, ji) +. +F(xX, Jui); 

sera encore développable en une série convergente ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de x, tant que le module de x demeurera inférieur 


(79 ) 
à X. Ajoutons que, pour appliquer les formules (67), (69), (72), (73), 
(74), (75), (76); (97); (77): (78); (79); (80), etc, ou (90), (at), (92), 


(93) au développement des fonctions et des sommes dont il s’agit, il suf- 
fira de remplacer, dans ces formules, les fonctions de z, placées sous le 
signe f', par les différences entre ces mêmes fonctions et les fonctions 


2 n Z- % 
semblables de z, ou le symbole ! er ) par le symbole | st ) | 


LCR k 
Pour montrer une application des principes ci-dessus établis, supposons 
(r15) JCX, FMI EE 2 (7). 
Les conditions énoncées dans le théorème 5 se trouveront remplies, si, 
les trois fonctions 


H(b + 2), æ(b + z), F(x, b + 23) 


restant finies et continues pour des modules de x et de z respectivement 
inférieurs à X et à Z, le rapport 


(116) 
n(b + z) — xoœ(b + 2) 
est développable, pour tout module de x inférieur à X, en une série con- 


vergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x. Cette der- 
nière condition se trouvera elle-même vérifiée, si l’on a 


(117) xAz@ +2) 


n(6 +) ==, OUN<U I. 


D'autre part, si le module Z de z est choisi de manière que la quantité 


æ(b + z) 
go n(o +) 


acquière la plus grande valeur possible, cette quantité deviendra ce que 
nous avons nommé le module principal de la fonction 


æ (b + z) 


(119) H(h + 3)? 


et, en désignant par M ce module principal , on réduira la condition (117) à 


(120) LÉ — ou Te 


( 80) 
De plus, l'équation (59) deviendra 


(121) H(b+z)=o, 

et l’on trouvera 
f(x, b+z) x 2 +2) gui x" fæ(b+z)\ 
eu LE ne (2642), 


par conséquent 


æ(b + z)\" 
(122) NN BEL) 
et 
LM e(b+2) my dam | 
Ge Sn +s)—e'(b+s) Je ° 


Enfin l'expression (86) deviendra 
XZ '(b+z)—xœ(b+z) 
PR b+ 
AE meer ro en Ad 


et le reste de la progression géométrique produite par le développement 
de cette expression en une série ordonnée suivant les puissances de x sera 


"ans m'(b+z)—xre (b+z) - — 
EX) CN re UE RER 


Donc, si l’on nomme £ le module de x, le reste de la série qui représen- 
tera le développement de la fonction F(x, y) ou de la somme 


F(x, j) + F(x; Ji) HF (x, Jui) 


offrira un module inférieur au produit 


: Enz '(o+z)—(xe (84) L = É 
(5), meet nl he) 


et à plus forte raison au produit 


ErZ A'U(b+z)+XA%'(L+2), F(x, b+2) 


RE EG) ES 
n(o+z) 


Si l'on prend pour Z celui des modules de z qui correspond au module 


(81) 
principal de la fonction (119), l'expression (126) deviendra 
(139) ) SERRES 1e (PALERME Re) NUE (RU BE) 
: XXE ) 1—MX APE 


Cela posé, on déduira immédiatement du théorème 5° la proposition sui- 
vante. 
7° Théorème. Soient M le module principal de la fonction 


æ(b + 2) 
n(b+z)? 


Z le module correspondant de z, ou un module plus petit, et X un nombre 
: NY TE és de af ! 
égal ou inférieur à sr: Supposons d’ailleurs que les fonctions 

œ(b + 2), I(b + 2), 


et leurs dérivées du premier ordre, restent finies et continues pour des mo- 
dules de z inférieurs à Z. Enfin soit m le nombre des racines de l’équation 


I(b+z)—=o 
qui offrent des modules inférieurs à Z. Pour un module de x plus petit 
que > l'équation 
A(b+z) + xæ(b + z)—=0o 
offrira elle-même un nombre 77 de racines dont les modules seront infé- 


rieurs à Z; et, si, en désignant par Y, Yi; ass Ym_—, les Valeurs de 
Y=b+ 3 correspondantes à ces racines, on pose 


J(x, 7) = (y) + xæ(r), 
la fonction y, ou la somme 
Teblirhis Te; 


sera développable en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de x. De plus, si la fonction 


F(x,y)=F(x,b+2) 


reste elle-même finie et continue pour des modules de x et de z respective- 
ment inférieurs à X et à Z, F(x, y) ou la somme 


F(t:r)H EX; Ji) RER Jus); 


(Ex. d’An, et de Ph. math., T. II, 45° livr.) TI 


(8) 
sera encore développable par les formules (92) et (94) ou (93) et (95), 
en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x; et le reste 
de cette série offrira un module inférieur à chacune des expressions (125), 
(2640129) 
Si l’on remplace F(x, y) par F( y), les formules (72), (73), combinées 
avec les formules (65) et (122), donneront 


F(y)+F (ri) HF (Jin) = F(6) + F(6,)+...+F(6u_:) 


n=æ (Z) (x) 
(128) p FO+z)Fæe(b+z)., te æ(b+ 2 
eine res GR ++ ](oes) JL 


et 


F(T)+F(r)+ + F(Jm) = F(6)+F(6,)+...+F (6m) 
(129) n'= ” (Z) (x) à (be) L 
+ UE (RETrOæ), 


Concevons maintenant que l’on pose x=1, et que, dans le théorème6, 
on remplace f (x, y) par 


F(I)=U(r)+e(r); 


alors on obtiendra Îla proportion suivante. 


8° T'héorèeme. Soient 


(130) f(r)=0 


une équation algébrique, b une valeur particulière de y, Z une valeur par- 
ticuliére du module de la variable 


2= ÿ — b, 


et z la valeur imaginaire de z qui correspond au module Z. Supposons en 
outre que l’on partage la fonction f (y) en deux parties 


(y); æ(r), 


et soit 72 le nombre des racines de l'équation 
(rar) n(y)=0, 


qui produisent des modules de 3 inférieurs à Z. Si le nombre Z est choisi 


( 85 ) 


de manière que, les fonctions 
H(b+z), æ(b+z) 


restant finies et continues pour des modules de z inférieurs à Z, on ait 
2 b+z | 
(132) fée Do Et 
Il (d + z) 


l'équation (130) offrira elle-même un nombre m de racines correspondantes 
à des modules de z plus petits que Z. Désignons par Yÿ, Yis-.., mi CCS 
racines, et par 6,6,,...,6,-, les racines analogues de l'équation (131). La 
fonction implicite y, si l’on a m = 1, ou la somme + y, +...+yn, 
dans le cas contraire, sera développable en une série convergente par la 
formule 


HV. HPnn = 6+6, 20 LORS = 
(133) Ch AN ARE ETES 
+ AC (EE). + 2 (o) Et (b +2) ),+ete, 


qui se déduit immédiatement des formules (75) et (122), ou de l'équa- 
tion (129). Si de plus la fonction 


reste elle-même finie et continue pour des modules de 3 inférieurs à Z, 
F(y), ou la somme F(y)+F(y,)+...4+F(Ym), pourra encore 


être développée en série convergente par la formule 


F(T)+F(ri)+... +EF (ra DA LE AE HF (En) 


CD EP (ab+2 TRUE 
s" nu Re Re GR 2), # (o ROC Tes Di F'(È+- 2). -hete: 
Enfin, le reste de cette dernière série offrira un module inférieur à 
ZL D'(b+z)—xzz (b+3) 

( = S—— RS Tr RTE LUE 
CEE Xn-1(X —1) n(b+z)—xe(b +72 ) + 2), 
et à plus forte raison à 
(136) Riz An (b+z)+ XAæ'(b+z) | F(b+3) 

TE) ga + LG +) 


n (b+z) 


11., 


( 84) 


le module X de x étant choisi de manière à remplir les deux conditions 


m(5+5) 0, 
mots) 


et ce module étant par suite plus grand que l'unité, mais plus petit que 


(137) X—1>0, 1—XA 


,n(b+3) 
A Les map 
m(b+3z) 


Lorsqu'une seule racine de l'équation (131) correspond à un module de z 
plus petit que Z, et que cette racine est précisément b , on a 


MEL NO EI: 


et les formules (133), (134) se réduisent à 


127 (b+3z) I zæ® (b+ z)\ 
CON Re une eee Ceres le. 
F(y rende b+ 2) 
(139) 1 H(b +z) 
; zzæ (b +3) ” ” 
ED! RE FH) + ete., 


la variable z devant être, dans tous les termes des seconds membres, an- 
nullée après les différenciations. 


Si l’on pose, dans la formule (115), 
(140) H(yr)= 7 —b, 


y — b sera la seule racine de l’équation (131). Alors les formules (128), 
(129) deviendront 


D{[æ(2)] F(b)] 


(141) LE 
pi > GE Dis {Læ(2)]" "'eæ'(b)F(b)}, 
et 


Di {Cæ()]" F();, 


(85 ) 
ou, ce qui revient au même, 
43) FN =F6)+Ee (6) F'O)+ ED, {[e(8)]"F/(6)} + ete. 
puis, on en conclura, en posant F(y)= y, 
5; Res SR 3 x 
(44) r=b+fe(b)+ = Dile(b)] += Die ()]* + etc. 


De plus on aura, en vertu des formules (96) et (97), 


1 — A 


(145) F(x,7)=F(0o,b)+ Ÿ U,zx”, 


1—= 


la valeur de U, étant 
h > 5% nx" nf. mii-rr(b+z) É l 
(146) PR 2 De {ze Def EF (æ, b+:)] ( , 


et les variables x, z devant être annulées après les différenciations effec- 
tuées. On peut remarquer d’ailleurs que, pour obtenir la formule (144), 
il suffit de développer suivant les puissances ascendantes de x le second 


membre de l'équation (82), qui, dans le cas présent, se réduit à 


CAE) 1—xm' (b+z) 
(147) F(x,;,r)=—= à re, +)2). 


On pourrait y parvenir encore à l’aide de la formule (83), ou 


l La -1—xæ' (b+z) 


{ Pipes LB — z (7 
(148) Fx;J)= Le) qe ne Cub+ 2) dj 


Les formules (144) et (143) sont précisément celles que Lagrange à 
données comme pouvant servir à développer suivant les puissances ascen- 


dantes de æ , une racine y de l'équation 


(149) J—b—xæ(y)=o, 


et une fonction F ( y) de cette racine. Or, d’après le 7° théorème, ces for- 
mules subsisteront, si les fonctions æ (b<+z), F(b+ 2) restent finies et 
continues pour des modules de z inférieurs à Z, Z étant celui des mo- 


dules de z qui correspond au module principal M de la fonction 


@ (b + 2) 
NA D ire es 


(150) 3 


et si d’ailleurs on attribue à la variable réelle ou imaginaire æ une valeur 


( & ) 
dont le module soit inférieur à ï Elles subsisteront à fortiori si, le mo- 
dule Z de z étant distinct de celui qui correspond au module principal de la 
fonction (150), on choisit le module £ de x de manière à vérifier la con- 
dition 


er: 
(1571) E A === +9 < 1 


Quant à la fonction F(x, y)=F a b + z) que renferme l'équation (145), 
elle devra rester encore finie et continue pour des modules de x et de z 
respectivement inférieurs à £ et à Z. Ajoutons qu’à l’aide des formules (125), 
(126), (127), on déterminera sans peine des limites supérieures aux mo- 
dules des restes des séries (143), (144), ou même de la série produite par 
le développement de F(x, y) suivant les puissances ascendantes de x. 
Effectivement , en vertu des formules (125 ), (126), le dernier de ces restes 
offrira un module inférieur à chacun des nombres 


EnZ 1—xœ" (b +3) 
(152) Maur. FM) (x :b#2)s 
(153) Ds NU SL ACER b+z), 


XX —E#) Z—XAm(b+z) 


le module X de x étant supérieur au module £ de æ, mais inférieur au 
quotient qu'on obtient en divisant l'unité par le rapport 


ATUHz) _ a7(6 +3) 
z un 2 | 


(154) 


Concevons, pour fixer les idées, que la constante b étant réelle, on 
prenne 


æ(y)=sin y. 
. n , . . LA . 1 
Si l'on nomme B un arc renfermé entre les limites 0, =, et choisi de ma- 


nière que cos B soit égal au signe près à cos b, on aura, en vertu des for- 
mules (24), 


% Amie) Z 
(155) Asin(b+z)=— ou <'—— cos B + T° — sin B. 
Il y a plus: le carré du module de sin (b+z) étant le quart du trinome 


sx, D'VbL à 
tete AE cos (24 LaZ cos q), : 


( 87 ) 
et par conséquent le quart de là somme qu’on obtient en ajoutant le 
trinome | 
NC e—22Zsinq 2cos(2Z cosg), 


dont le maximum est 4 ( A sin z)?= (e7— e77)?, au produit 
2 [cos (2Z cos g)— cos (2b + 2Z cosq) — 4 sin b sin (b+ 2Zcosq), 


dont le maximum est 4 sin B, on trouvera encore 


(156) Asin(b+z3)=— où ut et sin B |’. 


2 


Donc la condition (1551) sera vérifiée, si l’on a 


(157) y 
LÉ)" + sin #] 


et à plus forte raison , si l’on a 

22 
(158) ES RRELEE 
puisque sin B ne peut surpasser l'unité. D'ailleurs la valeur minimum du 
rapport k 


22 
(159) RG 7 


correspond à la valeur de Z déterminée par la formule 


eZ —e—2 e2+eT2 2 
(160) D ee 17 PE 
I Z VZ—1: 
et, comme on a 
ce Z Ne pa Z° 1 Zf I Ze: 
2 2 Tr 2 1254 PRE NET R 


la formule (160) pourra être réduite à 
(161) 1 = 32 + SZ + etc..... 


Or l'équation (161), dont le second membre croît avec Z°, et se réduit, 
pour 21, à 

LI 
7 271828...” 


admet évidemment une seule racine positive supérieure à l’unité, mais in- 


(88) 
férieure à la racine positive de l’équation 
1 12 +174, 
c'est-à-dire à 
V—2+V32 Ar 2100: 
Donc si l’on pose, dans la formule (160), 
(162) Z= 1,2 Et 
i surpassera — 0,2, et sera inférieur à 0,01. Mais alors cette formule 


donnera 


2,23 ai . ob 
TT ee QG aie 
0,2 + z 


à désignant un nombre inférieur à l'unité, et par conséquent 


(ABS) LE AO ROSE CE RRES DOR DER 0,0004205.. 
I IT OUT PSS ARMES) Lun 0,90928. . + (0,4 + 21) e2ti° 


Donc à sera négatif et renfermé entre les limites 


0,0004205.. 
0,90928.. 
0,0004205... 0,00042085.. 


0,90928.. + CR 1,30920.... ii 


— — 0,0004624.., 


— 0,0003211.., 


ou même entre la limite — 0,0003211... et la suivante 


0,0004205... 0,0004205.. 


= — 0,0003214., 


de 0,90928...+ (0,4—0,0009248...) e — 0009248... hr ur 530798... 


On aura donc, en poussant l’approximation jusqu'aux millionièmes inclu- 


sivement, 
i——0,000321.., 2 1,2 1,190070.., .Z°— 1,439227.%., 
22 =—— 
Let = VZ—1 = 0,662742..; 


et, par suite, si l’on prend 
(164) Z = 1,199678...., 
la condition (158) se trouvera réduite à 


(165) £ < 0,662742.... 


( 89 ) 
Donc, tant que le module de x ne surpassera pas le nombre 0,662742..., 
une seule racine de l'équation 


(166) J=b+zxsny 


produira une valeur de y —6 dont le module restera inférieur à 
1,190678..., et cette racine sera développable par la formule de Lagrange 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de x. 

Considérons maintenant une fonction de x et de y, savoir, 


FX OP, 0 12). 


Cette fonction sera encore développable par les formules (145), (146), 
suivant les puissances ascendantes de x, si elle reste finie et continue 
pour des modules de x et de z respectivement inférieurs aux nombres 


0,0027422%: NET 1000798 24. 
Il y a plus : le développement dont il s'agit pourra étre effectué à l’aide 
des formules (147) ou (148), si la fonction explicite 


1—xcos(b+z) 
z— xsin(b+z) 


(167) LR A RES 770 b+z) — 


z—x@æ (b+z) F (x 


est elle-même développable, pour de tels modules des variables x et z,en 
une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de ces 
variables. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si l’on prend 


I 


F(x, 7) Gi 1—ZXCOS YF" 


Alors la formule (147) donnera 


I (Z) pr) 1 1 
1—ZCOSY  (o) Le tee || =e() 


me x L(SEE | + x LEE CEE) + ete, 


ou, ce ‘4 revient au même, 


x : Le : De ve 
—— = 1 + - D,sinb + D;isinb + —— D'sins etc... 
(68) - — cos ARCS Mars û APPETE :sintb + 
Si de cette dernière série on conserve seulement les z premiers termes, 
l'erreur commise ou le module du reste sera, en vertu de la formule (152), 
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( go ) 
inférieur au produit 


MORE A ME MAIRE DINAN à 
Xe-1(X—E) Z—XAsin(b +3) 


et à plus forte raison au produit 


: L 
(169) XX —#) 1 — MX” 
M désignant le module principal de TE, déterminé par l'équation 


eZ +te—2Z I 
(170) M nr de mobi de 1,50888... 


Si, dans l’expression (169), on remplaçait X —£ par X, on obtiendrait 
la suivante 


A 

LORE CREER VS TR 

( 71) X"(1 — MX) 

qui représente une limite supérieure au module du terme général de la 

série que renferme l'équation (168). Dans l’une et l’autre expression, le 
: À . . I . re 

nombre X doit être inférieur à 7j Mais supérieur au module £ de la 


variable x. Si l’on choisit X de manière à rendre l'expression (171) un 
minimum, on trouvera 

X _1—MX _ 1 

1 RUE R NGC CCE) M" 


+= n _(r+ 1) 1 M" APE D 


CH) 


(G+:) <e, 


Comme on aura d’ailleurs 


il est clair que le module du reste qui complète le développement de 


I 
I—ZXCOS Y 
sera inférieur à 


(a+ 1) 


sentiers M 
me pe 


(172) 


(91) 


Si l’on attribue à x une valeur réelle et positive, la limite du module en 
question sera simplement 


(173) T0) 
(i+i)Ne 


. . : I + 
Ainsi, par exemple, si l’on suppose 2 7) elle deviendra 


(4,3647...)(n + 1) ! 
(174) DUREE (0,37722. à . 
n 


Les fonctions implicites, que nous avons jusqu'ici développées en sé- 
ries, dépendaient d’une seule variable +. Mais on pourrait étendre l’appli- 
cation des mêmes principes à des fonctions implicites de plusieurs variables 
x, æ', etc... Concevons, pour fixer les idées, que y, y',... soient dé- 
terminées en fonctions de x, x’,... par des équations de la formule 


(175) PACS IE AO RSR Te (CET NEO V'ÉLC TE 


Désignons par X(x, y) la dérivée de f(x, y) relative à y, par x, (x’, y’) 
la dérivée de f,(x', y') relative à y’, etc..., et par 


ERA R Re LrE TEE) 


une fonction de x, æ”,…., y, y’... Enfin supposons, 1° que, b, b',.. étant 
des constantes, les équations 


CRC ONE RIT O NO DE I) c'tetc "1. 


offrent la première m racines dont les modules soient inférieurs à Z, la 
seconde m' racines dont les modules soient inférieurs à Z”’,...; 2° que, 
pour des modules de x, x’,..., z, z',..... respectivement inférieurs à 
NX... 27... chacune des fonctions f{(æ, b22) 1; (tb 2) 
obtienne toujours une valeur finie et déterminée ; 3° que, Z étant le mo- 


dule de 3, Z' le module z',..., les rapports 


x(e0+3) - ae D +3") 


Es ZT etc... 
f(aso+z) f(x, +3) 


(177) 
et le produit 


Rabedohts) 2 (enr) NE ES bien: Es NC 
D bf(zse 42)0 fe (arbre D SL AD ro 


soient développables en des séries convergentes ordonnées suivant les 
12: 


(92) 
puissances ascendantes de x, de x',..., pour des modules de x, x',... 
respectivement inférieurs à X, X',... Pour de semblables modules de 
x, x”,... les équations 


(150) f(x, br) = to MERE IEEEDI— 0, etc. *., 


en vertu du théorème 4, offriront, la première un nombre m de racines 
dont les modules seront inférieurs à Z; la seconde, un nombre m' de ra- 
cines dont les modules seront inférieurs à Z’,...: et, si l’on désigne par 


(180) SUCER) 


la somme des valeurs que reçoit la fonction F(x, x',..., y, y',...) lors- 
qu'on y substitue successivement, au lieu de y, y',..., les racines dont 
il s’agit, cette somme sera développable en une série convergente ordon- 
née suivant les puissances ascendantes de x, x’,.... C’est en effet ce que 
lon démontrera sans peine de la manière suivante. 

Examinons d'abord le cas particulier où l’on auraitm—1, m'=—1,.... 
Alors on tirera de la formule (83), en y remplaçant m par l'unité, et 
FA) PDATRE (Xi MS I pin. 10), 

4 / CE I xx, b+z/) } 

(181) F(x,2.,7,7.)= ME ee x',..,b4-2,7,..)dg". 
On aura de même 

(82) F(x,x'., b+z,y = [© ; 2 (w:0+3) F(zx,x',…., b4z, b' Hz". da’ 

2 DE er DCE) D 4 EDS PL f, (x ,0+32) DATI, ) »/47 » 

CIE te. 

et Fe suite on trouvêra 

RCI E 7 ’ , 

F(x, tx. F7 1.) 

< À la" 

(08) =f" fre z:!. . 4tmb+3) % PACA ED St ) ER \Ty © 0 er b+z' À DHEA 

—7 f(x, b+3) f(x0' +2) 27 27 

Si m,m’ cessent de se réduire à l'unité, il faudra évidemment remplacer le 

premier membre de la formule (181) par la somme des valeurs que reçoit 

lafonction,F (x 20008 l,...) quand on y substitue successivement 
9 Lys Pr Fo) q à 

au lieu de y celles des racines de l'équation f(x, b+z)=—=0o qui offrent 

des modules inférieurs à Z; puis le premier membre de la formule (182) 

par la somme des valeurs que reçoit la fonction F(x, x',..., b+ Z, VE 

quand on y substitue successivement au lieu de y’ celles des racines de 
l'équation f (x, b'+z')=0 qui offrent des modules inférieurs à Z', etc. 


(93 ) 
Donc le premier membre de la formule (183) devra être lui-même rem- 
placé par l'expression (180), en sorte qu’on aura 

SAUCE FOURS CSS 


(184) = 0 {la D AT DR D AT CN RE PT 
fe) pe f(x, b+3) f,(x', 0 +2") 27 27 


Or, en vertu de la formule (183) ou (184), l'expression 
DR IS Poe de OUPS ET LR NT rails 


qui représente une fonction implicite (du moins en partie) des variables 
x, x',...,se trouvera transformée en une fonction entièrement explicite 
de ces mêmes variables, et, pour la développer en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de æ, æ',...,1il suffira de 
développer en une semblable série le produit (178). Ajoutons que la limite 
supérieure au module du reste qui complètera la dernière série sera en 
même temps une limite supérieure au module du reste qui complètera la 
première. Si l’on nomme £ le module de x, £" le module de x’,..., et 
x, x! des expressions imaginaires qui aient pour modules X, X',.., 
la limite dont il s’agit sera précisément le reste de la série qui, étant ordon- 
née suivant les puissances ascendantes de £, £’,..., a pour somme l’ex- 
pression 


Abe x’ x(æ,b+z)x (x b+s) = PAU Pere 
EE CR RO .. Z Z © 108 lLs 
Gp À fG 642) ("043") Cp 
Si, dans le développement de la fonction 


UNIES HANOUIESE TS TS NOV.) 


suivant les puissances ascendantes de x, x',...., on négligeait tous les 
termes dont le degré, mesuré par la somme des exposants de x, x”.…., 
deviendrait égal ou supérieur à À, l'erreur commise, ou le module du reste, 
serait encore inférieure au produit 


2 z ax', b'+z' — — = 

(186) MIT En AE Cr bts) rennes ax’, b42, b'+z..), 
(A1) far, b+z) fi(ax',b'+3) 

À désignant le module de #, et ce dernier module étant supérieur à l'unité, 

mais inférieur à chacun des quotients 


De 


gai CGT ENS 


( 94 ) 


Pour montrer une application de la formule (183), supposons y, y 
déterminés en fonction de x, x' par les deux équations 


(187) Vi boit sin Nr = DEEE EIntr |. 


Si les modules de x et de x” sont inférieurs au nombre 0,662742...,alors, 
d’après ce qui a été dit précédemment, chacune de ces équations offrira 
une seule racine correspondante à une valeur de y —b, ou de y'— b", 
dont le module soit au-dessous du nombre 1,199678.... Cela posé, si la 
fonction 


F(x, x’, b+z, b' +2!) 


reste finie et continue pour des modules de x, x’ plus petits que 0,66254 2... 
et pour des modules de z, z” plus petits que 1,199678...., on aura, en 


supposant les modules de 3, z’ inférieurs eux-mêmes au nombre 1,199678.., 


FC SP) 


(188) = 2| 00 jh LERRTRE Loreeetedré 2,042, b'+2") dgdg' 
27 1 —rz—xsin(b+z)z —x sin (o+z') ou (hi | 


Donc, pour développer la fonction implicite de x, x', représentée par 


FIRE MERE 


en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, x’, il 
suffira de développer en une semblable série le produit 


1—æcos(b +3) Tom 5 ‘cos (4 + z') 
g — æsin( (be) 7 — x ’sin(8" + z 1) 


(189) F(x, x', b412)b' + 2). 


Ajoutons que la limite supérieure au module du reste, qui complètera la 
première ou la seconde série, sera précisément le reste de la série qui, 


étant ordonnée suivant les puissances ascendantes de £, £”, a pour somme 
l'expression 


(0 X X’ Aires (+3) 1—x'cos (4 z') 
MINES XL-EX—E 4 z—xsin(b +z)z'—x'sin(b+z) 


For biz PS) 


Si, dans le développement de la fonction F(x, x’, y, y') on négligeait 
tous les termes dont le degré, mesuré par la somme des exposants de x 
et de x’, devient égal ou supérieur à 2, l'erreur commise serait inférieure 


( %® ) 
au produit 
1—uxcos(b+z)1—4xx cos(b"+ z° 


Îr(ca, 2x, 843, +20) 


1 
O1) = À —— Er = 
SEL AT (A1) z—aux sin (b+z)z— xx sin(b'+ 2’) 


À désignant le module de #, et ce module étant supérieur à lunité, mais 


Fr 

Lorsqu’à l’aide des méthodes exposées dans ce paragraphe on a déter- 
miné en fonction du nombre nr ou À la limite de l'erreur que l’on commet 
en négligeant, dans le développement d’une fonction explicite ou impli- 
cite, tous les termes dont le degré surpasse le nombre dont il s’agit, il est 
généralement facile de trouver la valeur qu’on doit assigner au nombre » 
ou À pour que l'erreur commise devienne inférieure à 


Da 


N étant un nombre entier donné. Il suffit en effet, pour y parvenir, de 


«7 n28 x X 
inférieur à chacun des rapports F’ 


déterminer la partie entière de la quantité négative qui représente le loga- 
rithme décimal de l’erreur commise. Concevons, pour fixer les idées, que, 
Yÿ étant déterminé en fonction de x par l'équation (166) ou 


DO ENT SIN; 


on propose d’assigner au nombre z une valeur telle que, dans le déve- 


loppement de 
I 


1 — X COS Y? 


suivant les puissances ascendantes de x, la somme des termes d’un degré 
égal ou supérieur à 2 offre un module inférieur à 


QE 
10/ ? 
. . I . 
pour la valeur particulière x =}, ou pour une valeur plus petite de la 
variable x. Il suffira évidemment que l’expression (174) devienne in- 


N 
| SR x I » s + \ . PRES \ 
férieure à (=) , et son logarithme décimal à —N. Si donc on désigne à 


laide de la lettre L les logarithmes pris dans le système dont la base 
est 10, il suffira de choisir le nombre entier z de manière à remplir la 
condition | 


(192) 0,6390617... + L(n + 1) — L (2) — 0,4234020... n<7 -- N. 


( 96 ) 


er ni . L 

Ainsi, par exemple, s'agit-il d’assigner au nombre 7 une valeur telle que 
l'erreur commise, quand on népglige les termes d’un degré égal ou supé- 
rieur à 2, ne surpasse pas un millième. On trouvera, dans ce cas, 


N = 3, 
et la condition (192) donnera 


3,639961"… 
0,4234029.. — - CL (ner) ee L(S — 12) ] 


Si l’on réduisait à son premier terme le dénominateur de la fraction que 

renferme le second membre de la formule (103), cette fraction serait équi- 

valente à 0,86..., et par conséquent on vérifierait la formule, en pre- 

nant 2 —0. D'ailleurs, n étant égal ou supérieur à 9, le rapport 
L(n+i) 


TL 


(193) n > 


diminuera pour des valeurs croissantes de n, et par suite le produit 


j FL L(n+ 1) Ji L( Lt ir) |] 


ne surpassera pas 
: [1 — Li — o,0673.)] = 0,1144.. 


Donc la condition {193) sera remplie, si l’on a 


3,6399... hr. 
ns er ape rer eue LA ME 


en sorte qu’on pourra prendre 2 =12. Donc si, dans l'hypothèse admise, 
on arrête le développement de 
L 
1— ZX COS ÿ 
après le douzième terme, l'erreur que l’on commettra ne surpassera pas un 
millième. 

On voit, par ce qui précède, que, pour les fonctions implicites comme 
pour les fonctions explicites , la détermination de limites supérieures aux 
modules des restes qui complètent les développements peut être réduite à 
la détermination des quantités de la forme 


A éco AMEN IE MENT 


( 97 ) 


ou de quantités qui seront évidemment plus grandes. Nous avons déjä 
donné un grand nombre de formules qui peuvent être utilement em- 
ployées dans l'évaluation des quantités dont il s’agit. Nous ajouterons ici 
que le développement en séries des fonctions 


f(x), f(x, 2.) 


est souvent un moyen tres-simple de parvenir à cette évaluation. Ainsi, en 
particulier, comme on a généralement, quel que soit le module X de x, 


me — 1 — I x 
SIN TL=X—- x RE etc: 
12200 1e 1:2.3.4,5 k 


et 


ie I I 
COL = 1 — — x? + 4 — etc. ; 


on en conclura, en ayant égard à la première des formules (25), 


. — X 3 X5 Ph AMIE 
D TR a ralee EC 9 TE 0 gai oi 
et 
= K: X4 HAL 
FAGOR ON re 7 te slmotane EN ER à 


ce que l’on savait déja. De même, comme, en supposant X < 1, on trouve 


— — 2 2x8 xt 
IG+x)=r-s+r—T+ ete, 
(us, de BE 5 
arc tangæ = & — + — etc. 
1.325 , 1.3.5x7 
arc sin æ =x+iF+lirgres IX te UE 


etc 
on aura, dans cette hypothèse, c’est-à-dire, pour X < 1, 
Al(iæx) =xX+È+ 5 ES 
A arc tang x =xX+T Eh =. +. 


À arc sin x =x+IE 3 ae ee + 


etc. ; 
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( 98 ) 


ét par conséquent, 


Mr) L(—); 


— 1+ X 
(194) À arc tangx = | (= 
Aarcsinæ —= arcsinX, 


\ etc, 


Enfin, si l’on désigne par w une fonction de x ou de x, y, z, on trouvera, 


1° quelque soit Au, 


Au — Au Au — Au 

| Nr e—e sk e"+e : 

(195) Asnu—ou<—, Acoœu= ou <—————; 

\ > 2 = 

2° en supposant Au «A, 

(196) 
I ns ATX : & k 

à np (Et ». , Aarcsinu=ou < arcsin Au, etc. 

RD, 


2. till 


MÉMOIRE 
SUR LA SURFACE CARACTÉRISTIQUE 


CORRESPONDANTE A UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 


AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 


ET SUR LA SURFACE DES ONDES. 


Ce Mémoire est relatif à deux surfaces qui jouent un grand rôle dans les 
questions de Physique ou de Mécanique dont la solution dépend d’un sys- 
tème d'équations linéaires aux dérivées partielles et à coefficients constants. 

La première surface, que je nomme la surface caractéristique, est celle 
qui se trouve représentée par l'équation caractéristique elle-même, quand 
on y remplace les dérivées partielles des divers ordres relatives aux varia- 
bles indépendantes x, y, z,t, par les puissances des divers ordres de ces 
mêmes variables considérées comme représentant trois coordonnées rec- 
tangulaires et le temps. 

La seconde surface est celle que l’on nomme la surface des ondes, et qui, 
dans un mouvement simple, persistant, où les durées des vibrations mo- 
léculaires demeurent constantes, touche, au bout d'un temps quelcon- 
que #, des ondes planes, infiniment minces, diversement inclinées sur trois 
plans rectangulaires, mais parties au premier instant d’un même centre 
pris pour origine des coordonnées. ‘ 

Je donne, dans le paragraphe premier de ce Mémoire, les moyens d’ob- 
tenir généralement l'équation de la surface des ondes. 

Je montre dans le second paragraphe les relations dignes de remarque qui 
existent entre la surface caractéristique et la surface des ondes, et j'établis 
divers théorèmes relatifs à ces surfaces (*). 


(*) Les relations et les théorèmes dont il s’agit se déduisent assez facilement de 
formules déjà connues, et spécialement de celles que j’ai données dans le Bulletin de 


1 


( 100 ) 
$ 1. Considérations générales. 


Prenons pour variables indépendantes trois coordonnées rectangu- 
laires x, y, z, et le temps £. Supposons d’ailleurs qu’à un système donné 
d'équations linéaires aux dérivées partielles et à cocfficients constants, 
corresponde l’équation caractéristique 


(1) F(D,, D,, D, D,)== 0. 


Nous appellerons surface caractéristique celle que représente cette 
même équation, quand on y remplace 


D/.0D,/20/7m0; 


par 
LV est 


L’équation de la surface caractéristique sera donc 
(2) FAR PAC DT 10) 


Soient maintenant 
LOTS OS 


quatre constantes liées entre elles par l’équation 
(3) E(u,1r,4, <)e— 0. 
Pour vérifier l'équation aux différences partielles 
(4) F(D,, D,, D, D)#=0, 
il suffira de prendre 

(5) 8 = [ (ux + vy + wz + st), 


si la fonction F (x, y,2,t) est homogène. Il y a plus: si cette fonction 
n’est pas homogène, alors, pour que la valeur de #, déterminée par la 
formule (5), continue de vérifier l’équation (4), il suffira d'attribuer à la 
fonction arbitraire I(x) certaines formes déterminées, et de supposer, 


M. de Férussac (avril 1830). Cette remarque, à ce qu’il paraît, avait déjà été faite par 
quelques personnes, et en particulier par M. Blanchet ; mais elle ne se trouvait énoncée 
nulle partavant la Note que j'ai insérée dans le Compte rendu des séances de l'Académie 


des Sciences (séance du 6 juillet 1841). 


( ro1 }) 
par exemple, 
(6) n{(x)=4%e*, 
8 désignant une constante arbitraire, par conséquent 


(7) y — Etam LA Er déttge Et PR 

Si la fonction F (x, y,2, t), sans être homogène, se réduisait à une fonc- 
uon paire de chacune des variables x, y, z,t, on pourrait encore , aux 
formules (6) et (7), substituer les suivantes : 


(8) n(x)= 4, 
(9) PE AA o D PETER De CRT ENS OT. 


Concevons à présent que, les constantes 
U, ÿ, w; S 


ayant des valeurs réelles, on pose, pour abréger, 


(10) A Vus+oLws;: 
alors la valeur numérique du rapport 


ux + vy + 52 
k 
sera précisément la distance du point (x, y,z) au plan représenté par 
l'équation , 


(r1) UX + VY + W3 = 0; 


et la valeur de # déterminée par l'équation (5) pourra être considérée 
comme dépendante uniquement de cette même distance et du temps é. I! 
y a plus, la valeur de #, calculée à l’origine du mouvement, pour tous les 
points d’une tranche infiniment mince comprise entre deux plans paral- 
lèles à celui qui représente la formule (11), correspondra, au bout du 
temps £, à tous les points d’une autre tranche semblable, mais séparée 
de [a première par une distance équivalente à la valeur numérique du 


us : ; ; 
produit ré On pourra donc dire qu'une onde plane, représentée dans le 
t 


premier instant par une tranche infiniment mince, se déplace parallèle- 
ment à elle-même, pour des valeurs croissantes du temps, avec une vitesse 
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équivalente à la valeur numérique du rapport 


S 

7° 
Ainsi, en particulier, l’onde plane, infiniment mince, primitivement ren- 
fermée entre deux plans très-voisins de celui qui passait par l’origine des 
coordonnées, et qui était représenté par la formule (11), se trouvera dé- 
placée au bout du temps £, de manière à être alors comprise entre deux 
plans très-voisins de celui que représentera l'équation 


(12) UX + 0Y + Wwz + S = 0, 

. 2 2 , . . : . , . “ ‘ St 
et qui sera séparé de l'origine par une distance égale au signe près à —. 
Ajoutons que, si cette onde subsistait seule au premier instant, elle subsis- 
tera seule au bout du temps £. En effet, si la fonction I (x) s’évanouit 


hors des limites x — —6€, x=—e, € désignant un nombre très-petit, non- 
seulement la valeur initiale de # représentée par 


IT(ux + vy + wz), 


s’évanouira hors de la trancke comprise entre les plans parallèles repré- 
sentés par les formules 


UX + y + Wwz = — 6, UX + VY + WI = 8; 
mais de plus la valeur générale de # représentée, en vertu de la for- 
mule (5), par ; 
QQ(ux + vy + wz + st), 
s'évanouira au bout du temps £ hors de la tranche comprise entre les deux 
plans représentés par les formules 


UX HYYHW HN = — 6, ULTHUY HU + SH —e. 


Si l’on nomme plan d’une onde infiniment mince un plan mené, dans 
l'intérieur de cette onde, parallèlement à ceux qui la terminent, le plan 
d'une onde, qui passait primitivement par l'origine des coordonnées, 
pourra être représenté, au bout du temps £, par la formule (12). Si lon 
abaisse de l’origine une perpendiculaire sur ce plan, et si l’on pose d’ail- 
leurs 


(13) u = kcosa, :»—kcos6, w—kcosy, 


a, 6, y, représenteront les angles formés par la perpendiculaire dont il 
s’agit, prolongée dans un certain sens avec les demi-axes des coordonnées 
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positives, et l'équation (3), réduite à la forme 
(14) F(kcosæ, kcosé, kcosy, s) = 0, 


établira pour chaque direction de la perpendiculaire une relation entre les 
deux constantes #, s, de telle sorte que , la valeur de Æ étant donnée, on 
pourra en déduire celle de s, et réciproquement. Si, la valeur de s restant 
la même, les angles &, 6, y venaient seuls à varier, le plan d’une onde, 
représenté au bout du temps # par l'équation (12), prendra dans Pespace 
des positions diverses correspondantes à diverses ondes planes qui pas- 
saient toutes au premier instant par l’origine des coordonnées. Nous 
nommerons surface des ondes la surface limitée par ces mêmes ondes, 
c'est-à-dire, la surface que le plan, représenté au bout du temps £ par 
l'équation (12), touchera dans toutes les positions qu'il peut acquérir, 
quand on laisse varier w, », # de manière que la quantité s demeure 
constante. Cela posé, si l’on désigne par S le premier membre de la for- 
mule (3), c’est-à-dire, si, en faisant pour abréger 


(1) BF Pins), 
on réduit cette formule à f 
(16) Si D} 


alors, pour obtenir l'équation de la surface des ondes, il suffira évidem- 
ment d'éliminer w, », w entre les formules (12) et (15) jointes à la sui- 
vante 


2 TJ z 
I — = = —., 
(17) DS 08170 D,E 
Nous avons supposé, dans ce qui précède, les constantes #, », w réelles, 
ainsi que les valeurs de s tirées de ia formule (3). Mais les conclusions 
auxquelles nous sommes parvenus peuvent subsister sans que cette con- 
dition soit remplie, par exemple, dans le cas où l’on aurait 


(18) TE — u\/ te = IE VAE CIN MS W VE 
et 
(19) | s =, sV—i, 


U, v, W, s désignant des quantités réelles. Alors l'équation (12), pou- 
vant être réduite à 


(20) UX + vVY + Wz + st = 0, 


représenterait encore un plan qui se déplacerait dans l’espace avec une 


#4 
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vitesse représentée par la valeur numérique du rapport 


S 

F4 9 
la valeur de k étant 
(21) k = Vu +v+w; 
et les formules (10), (12), (16) se trouveraient remplacées par les équa- 
tions (20) et (21), jointes à la suivante 

F3 L Atéadis:) 

(2 DS DM D;SATIADSS! 
Donc alors, pour obtenir l'équation de la surface des ondes, il suffirait 
d'éliminer u,v, w entre les formules (15); (20) et (22). Si d’ailleurs la 
fonction F(x, y,2, t) était homogène, l'équation (3), combinée avec les 
formules (17), (18), donnerait simplement 
(23) Rev vas 0, 
et dans la formule (21) on pourrait prendre pour S la fonction 
F(u,v,w, s). Donc alors, dans la discussion des ondes planes et dans 
la recherche de la surface des ondes, on pourrait conserver les formules 
(12), (13), (14), (15), (16), (17), et se borner à y remplacer 4, 0, w,5, 
devenus imaginaires par les quantités réelles u, v, w,s, ou, ce qui re- 
vient au même, on pourrait se borner à considérer u, v, w,s comme re- 
présentant des quantités réelles. Il ÿ a plus, S étant alors une fonction ho- 
mogène de w, P, w, s, les formules (r2), (15) et (16) pourraient être 
considérées comme établissant des relations entre les variables indépen- 
dantes x, y, 2,t, et les seuls rapports 


Donc l'élimination de , y, w entraînerait l'élimination de la quantité s, à 
laquelle on pourrait attribuer une valeur quelconque. On pourrait prendre, 
par exemple, s = @, en nommant « la valeur particulière de s que four- 
nit l'équation (3), quand on y suppose #= 1, ou, ce qui revient au même, 


u + po + ww = 1, 
Si, pour plus de simplicité , l’on supposait 
(1) Si. 


ators les quantités 
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qui sont liées entre elles par la seule équation (3), pourraient être réduites 
aux coordonnées d’un point quelconque de la surface caractéristique ; et 
en nommant x, y, Z ces coordonnées, afin de les distinguer des coordon- 
nées æ, y, 3 d’un point de la surface des ondes, on attrait 


(24) UP LR ENT SV NA Z. 

Cela posé, la valeur de S deviendrait 

(25) SRE TRIER NN TE 

et pour obtenir l'équation de la surface des ondes, il suffirait d'éliminer 
2 AYUNZ 


entre les formules (12), (16), (17), réduites aux suivantes : 


(26) XX + YY +22 + = 0, 
ati AE Pan robe D De Peu Re 
(27) CORTE mr DST + 


L'équation de la surface des ondes , ainsi obtenue, aurait évidemment pour 
premier membre une fonction homogène des quatre variables x, y, 3, £. 

Au reste, soit que l'équation caractéristique devienne homogène, ou cesse 
de l’être, il est clair qu'aux diverses valeurs de Æ, c’est-à-dire aux diverses 
racines de l'équation (14), résolue par rapport à £, correspondront géné- 
ralement diverses nappes de la surface des ondes. 


$ IT, Rapports qui existent entre la surface caractéristique et la surface des ondes, 
dans le cas où l'équation caractéristique devient homogène. 


Considérons maintenant d’une manière spéciale le cas où l'équation 
caractéristique est homogène. 

Soient alors, au bout du temps £, x, y, z les coordonnées rectangu- 
laires d’un point quelconque de la surface caractéristique , et x, y, z les 
coordonnées d’un point correspondant de la surface des ondes. 

Soient encore 


(1) SES 
l'équation de la surface caractéristique, 

D NN Z 2h) 
étant une fonction homogène de x, y, z, £; et 
(2) dy == O0: 
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l'équation de la surface des ondes, 

se f(x, aa ts)» 
étant une autre fonction de x, y, z, €, qui sera elle-même homogène. 
D'après ce qui a été dit dans le $ I*, pour obtenir l’équation de la surface 
des ondes, il suffira d'éliminer x, y, z entre l’équation (1) et les for- 
mules 
(5) XX + YY +Fiz+ ie oo, 


/ CNE I NT RIZ 
(4) DyS 06 DySUTE Der 


Ajoutons que l'équation (3), quand on y considère x, y, z comme va- 
riables, représente un plan qui touche la surface des ondes au point 
(X, ÿ, Z), d'où il suit que l’on à encore 

x Z 
Si l’on éliminait x, ÿ, z entre cette dernière formule et les équations (2), 
(3), on devrait retrouver l'équation de la surface caractéristique. D'ailleurs, 
pour passer de Péquation (4) à l'équation (5), il suffit d'échanger l’une 
des surfaces contre l’autre, et cet échange n’altère point la formule (3). 
Donc une élimination semblable à celle par laquelle on déduit la surface 
des ondes de la surface caractéristique sert aussi à déduire la surface ca- 
ractéristique de la surface des ondes. Cette remarque entraine évidemment 
la proposition suivante. | 

1° Théorème. Si la surface des ondes correspondante à une équation 
caractéristique homogène se change en surface caractéristique, récipro- 
quement la surface caractéristique se changera en surface des ondes. 

De ce qu’on vient de dire, il résulte immédiatement que, l'équation 
de la surface des ondes étant donnée, la forme de l'équation caractéris- 
tique s’en déduira immédiatement par une simple élimination. On recon- 
naîtra ainsi, par exemple, que, si les diverses nappes de la surface des 
ondes se réduisent à des surfaces de sphères, le premier membre de l’équa- 
tion caractéristique dépendra seulement de 


DATE I. DT D: 


Donc alors, ce premier membre pourra être décomposé en facteurs de la 
forme 


D: — Q° (D: + I + D), 


{2 désignant la vitesse de propagation d’une onde sphérique. 


(Cxor :) 


Soient maintenant ap 
ru Vx? + y° 2", 
PE VE YU, 


et 

les rayons vecteurs menés de l’origine des coordonnées, 1° au point 
(x, y, z) de la surface caractéristique, 2° au point (x, y, z) de la sur- 
face des ondes, et nommons d'l’angle aigu compris entre ces mêmes rayons 
vecteurs. La somme 


XX —} Yr + 72 


qui sera négative, en vertu de l'équation (3), se réduira nécessairement au 


produit 

— rr COs d': 
donc la formule (3) donnera 
(6) rr cos d = té? 


Cette dernière équation comprend un théorème qu'on peut énonce: 
comme il suit. 

2 Théorème. Lorsque léquation caractéristique est homogène, les 
rayons vecteurs r, r, menés de l’origine au bout du temps #, à deux points 
correspondants de la surface caractéristique et de la surface des ondes, 
jouissent de cette propriété que chacun d'eux, multiplié par la projection 
de l'autre sur lui-même, fournit un produit constant égal au carré de #. 


.Corollaire. Il résulte du théorème 2, que les quatre points qui repré- 
sentent les extrémités des deux rayons vecteurs, ou la projection de l’ex- 
trémité de l’un sur l’autre, sont situés sur une même circonférence de 
cercle. 

Comme, en vertu de la formule {4) ou (5), le plan tangent mené à 
la surface des ondes, ou à la surface caractéristique, par lextrémité de 
l'un des rayons vecteurs r, r, est perpendiculaire à l’autre rayon, on pourra 
encore évidemment déduire du 2° théorème la proposition suivante. 


3e Théorème. Étant donné un système d'équations aux dérivées par- 
tielles, qui conduit à une équation caractéristique homogène, pour dé- 
duire la surface des ondes de la surface caractéristique, ou réciproque- 
ment, il suffit de porter sur chaque rayon vecteur mené de l’origine à 
l’une des deux surfaces, une longueur représentée par le rapport entre le 
carré du temps et ce même rayon vecteur; puis de faire passer par l'ex- 
trémité de cette longueur un plan perpendiculaire à ce rayon. I/autre sur- 
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face sera celle que le plan dont il s’agit touchera constamment dans les 
diverses positions qu'il peut acquérir. 

Nous terminerons ce Mémoire par une remarque assez curieuse. 

Si l’on considère £ comme une fonction de x, y,z déterminée par l’é- 
quation S=0, ou 


(7) F(x,y,2,t)= 0, 
cette fonction de x, y, z sera homogène et du premier degré; on aura donc 
non-seulement 


D,S 


D,S id 
Dés, Di=—-s. 


D,S ? d D:S? 


(8) D,it= — 
mais encore 
(9) xD, + yD,é + 2D,t = t. 


Or des équations (8), (9) jointes aux formules (3) et (4), on déduira la 
suivante 


DRE ARE ET EU Er UE L'ÉTAT TR CRE. SRE 
(10) D nÈD ton uD:F AN “ar pin 


puis de celle-ci jointe à l'équation homogène 


(11) HEAR Z;, AE 
on conclura 
(12) F'ODAN D PNDIAMEITMEES +0; 


Cette dernière formule sera donc une équation aux différe nces partielles à 
laquelle devra satisfaire la valeur de £ donnée par la formule (7). 
Ainsi, par exemple, comme en posant 
Fix, 7, 2 tjeutt t Qxtiys-tzt), 
on trouve 


Fay ze) 


on devra vérifier l'équation aux différences partielles 


(D;t} + (D,t) + (Dé) = 1, 
Br posant 
= Q'(x + y + à 


ce qui est effectivement exact. 


MÉMOIRE 


NATURE ET LES PROPRIÉTÉS DES RACINES 


D'UNE ÉQUATION QUI RENFERME UN PARAMÈTRE VARIABLE. 


Les racines d’une équation qui renferme deux variables x, {, et que 
l’on résout par rapport à la variable x, ou, ce qui revient au même, les 
racines d’une équation qui renferme, avec l’inconnue x, un paramètre 
variable £, jouissent de diverses propriétés qu’il importe de bien connaître. 
L’une de ces propriétés est que ces racines sont généralement des fonc- 
ions continues du paramètre variable, en sorte qu’elles varient avec ce 
paramètre par degrés insensibles. Il en résulte que, si, en vertu de la va- 
riation du parametre, une racine réelle vient à disparaitre, elle sera immé- 
diatement remplacée par des racines imaginaires. Cette dernière proposi- 
tion n'est pas à beaucoup près aussi évidente qu’elle semble l'être au 
premier abord. Il est d'autant plus nécessaire de la démontrer, qu'elle ne 
subsiste pas sans condition. En effet, puisque la forme de l'équation entre 
x et t est entièrement arbitraire, rien n'empêche de donner pour racine x 
à cette équation une fonction discontinue du paramètre £, par exemple, 
la fonction 


41 


e ; 


et il est clair que, dans ce dernier cas, x variera très-sensiblement, en 
passant d’une valeur très-petite à une valeur très-grande, si le parainètre #, 
en demeurant très-voisin de zéro, passe du négatif au positif. 

Pour que l’on soit assuré que la racine x, considérée comme fonction 
du paramètre £, reste continue dans le voisage d’une valeur particuliere 
attribuée à ce paramètre, il suffit que le premier membre de l’équation 
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(,. 1N6 à 


donnée reste lui-même fonction continue des deux variables x, £, dans le 
voisinage de la valeur particulière de #, et de la valeur correspondante 
de æ. C'est ce que je démontre, en m’appuyant sur un théorème que j'ai 
donné (*) dans un Mémoire présenté à l’Académie de Turin le 27 novem- 
bre 1831. De ce théorème, qui détermine, pour une équation algébrique 
ou transcendante, le nombre des racines réelles où imavinaires assujetties 
à des conditions données, je déduis immédiatement la continuité de la 
fonction de £ qui représente la racine x de l’équation donnée entre x et t; 
et j'en conclus, par exemple, que, si, cette équation étant réelle, plusieurs 
racines réelles égales viennent à disjaraître, elles se trouveront générale- 
ment remplacées par un pareil nombre de racines imaginaires. 

Le premier paragraphe du présent Mémoire est relatif à des équations 
entre x et £, de forme quelconque. Dans le second paragraphe je consi- 
dère des équations d’une forme particulière, savoir, celles qui fournissent 
immédiatement la valeur de £ en fonction de x. Parmi les équations de ce 
genre, on doit surtout remarquer celles qui donnent pour £ une fonction 
réelle et rationnelle de x. Une semblable équation, résolue par rapport à x, 
ne peut avoir constamment toutes ses racines réelles, pour une valeur réelle 
quelconque de t, que sous certaines conditions, dont l’une est que les degrés 
des deux termes de la fraction rationnelle soient égaux, ou different entre 
eux d’une seule unité. Les autres conditions consistent en ce que les deux 
termes, égalés à zéro, fournissent deux nouvelles équations, dont toutes 
les racines soient réelles et égales, et que la suite de toutes ces racines 
réunies, et rangées d'apres leur ordre de grandeur, offre alternativement 
une racine de lune des deux nouvelles équations, puis une racine de 
l'autre. Lorsque ces diverses conditions sont remplies, on peut être assuré 
non-seulement que l'équation proposée, résolue par rapport à æ, a toutes 
ses racines réelles et inégales pour une valeur quelconque de #, mais en- 
core que chacune de ces racines, pour une valeur croissante de £, est tou- 
jours croissante ou toujours décroissante, tant qu’elle reste finie. Quelques 
propositions établies par M. Richelot (voir le Journal de M. Crelle, 
tome XXI, page 313) se trouvent comprises dans celles que je viens d'é- 
noncer. 


(*) Ge théorème peut encore se déduire immédiatement d’une proposition plus géné- 
rale énoncée dans un second Mémoire que j'ai publié à Turin sous la date du 15 juin 1833. 
Ajoutons que MM. Sturm et Liouvile ont donné du même théorème de nouvelles dé- 
anonstrations dont l’une est en partie fontlée sur quelques-unes des considérations aux- 
quelles j'aurai recours dans le premier paragraphe du présent Mémoire. 
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(MS Considérations générales. 


Considérons une équation 
(1) FDP) ET 0; 


qui renferme deux variables x, £, ou, ce qui revient au même, une in- 
connue æ avec un paramètre variable £. Supposons d’ailleurs que le pre- 
mier membre F(x, #) reste généralement fonction continue des deux va- 
riables x, #, et ne cesse de l’être que pour certaines valeurs particulières 
de ces variables, pour celles, par exemple, qui le rendent infini. Les ra- 
cines de l’équation (1), résolue par rapport à x, seront généralement 
elles-mêmes des fonctions continues de #, qui varieront avec # par degrés 
insensibles. Effectivement, l’on démontrera sans peine la proposition sui- 
vante. 
1% T'héoréme. Nommons 


TUE 


deux valeurs finies et correspondantes de £ et de x, propres à vérifier l’é- 
quation (1), et dans le voisinage desquelles la fonction F (x, t) reste 
continue par rapport aux variables x, £ Si l’on attribue à la variable & 
une valeur tres-peu différente de T, par conséquent une valeur de ja 
forme 


DENT: MONT: 


i désignant un accroissement infiniment petit, positif ou négatif, ou même 
imaginaire ; l'équation (1), résolue par rapport à x, offrira une ou plu- 
sieurs racines æ trés-peu différentes de £, et dont chacune sera de la 
forme 


j désignant encore une expression réelle ou imaginaire, infiniment petite, 
qui convergera, en même temps que &, vers la limite zéro. De plus le 
nombre de ces racines sera précisément le nombre de celles qui se rédui- 
ront à £ dans l’équation 


(2) F(x, T) = 0. 


Démonstration. Concevons d’abord que, la forme de la fonction F{x, £) 
étant réelle, T7 représente une valeur réelle de £, et £ une racine réelle 
simple de l'équation (1). Si lon nomme 


A 


(are 


deux limites qui comprennent entres elles la valeur r de la variable #, et 
x’, 0x" 


deux limites qui comprennent entre elles la racine £ ; on pourra supposer 
les limites 4”, 4” assez rapprochées de r, et les limites x’, x" assez rap- 
prochées de £, pour que la fonction F{x, £) reste continue entre les 
limites des deux variables £, x, et pour que l'équation 


(a nm) 10 


. , . , . . ! e 
offre une seule racine réelle Z non située hors des limites x”, x”. Mais 


alors les valeurs 
\ T7 
MUST Dre) 


de la fonction F(x, t) se réduiront à deux quantités affectées de signes 
contraires. D'ailleurs chacune de ces valeurs variera évidemment très-peu, 
et par suite conservera le signe qui lui appartient , si l’on y remplace + par 
T+i, pourvu que l'accroissement à représente une quantité positive ou 
négative suffisamment rapprochée de zéro, et inférieure, abstraction faite 
du signe, à la plus petite des différences Tr — 1, t"— +. Donc, pour de 
trés-petites valeurs numériques de #, les deux quantités 


F(x', T+i), F(x”, T+i) 


seront elles-mêmes affectées de signes contraires; d’où il suit que l’équa- 
tion 


r AN a) 
(3) F(x, T+i) =.0 
offrira une racine réelle £ + j comprise entre Îles limites 
! !/ 
9 4 9 X L 


Enfin, comme ces deux dernières limites pourront être évidemment tres- 
resserrées quand i sera très-peu différent de zéro, on peut affirmer que dans 
ce cas, la valeur numérique de à deviendra très-petite avec les différences 


E— x, x" —EË, 


qui la surpassent toutes deux. La première partie du théorème 1° se 
trouve ainsi démontrée, dans le cas où les valeurs de r et de £, et la 


forme de la fonction F (x, #) restent réelles, £ étant d’ailleurs une racine 
simple de l'équation (r). 


(23594 


Concevons maintenant que, la forme de la fonction F(x, £) étant réelle 
ou imaginaire, 


ST 


T; 


représentent deux valeurs finies correspondantes, soit réelles, soit imagi- 


uaires, des deux variables 
t, x, 


la racine £ de l'équation 
- Let Le 


pouvant être ou une racine simple, ou ure racine multiple. Comme, per 


hypothèse, la fonction 
URL, 


qu’on peut aussi présenter sous la forme 


RER RCE RER nr LE 


reste continue dans le voisinage des valeurs + et £ des deux variables 


tetx; si l’on nomme 
Ps S 


deux quantités positives, ces quantités pourront être assez rapprochées 
de zéro pour que la fonction dont il s’agit soit toujours continue, quand, 
le module de la différence x—£ étant inférieur à p, le module de la 
différence 4— Tr sera inférieur à ç, et pour que léquation 


EÉTIEr EL SO 


n'offre aucune racine x, différente de £, qui produise un module de x —# 
inférieur ou seulement égal à la limite p. Posons d’ailleurs 


(4) E=a+6 Vi, x=u+y \ tre x — Er (cosp+ V/—1 sinp}), 
et 

(5) F(x, T) = U + VV—1, 

a, 6 désignant deux quantités réelles, , v deux variables réelles, r le 


module de x —£, p un angle réel, et U, V deux fonctions réelles de &, 0. 
Puisqu'on ne pourra vérifier l'équation 


ON EE Dust VON "to, 


” 
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et par suite les équations réelles 
Cie 0", 


en supposant r— p, ou, ce qui revient au même, 


X — £ — p (cos p —i NT sinpl), 


et par suite 


(6) u = a + pcosp, v = 6 + psinp; 

il est clair que, pour ces dernières valeurs de x, v, le rapport 
UÜ 
V 


ne se présentera jamais sous la forme indéterminée 


[0] 


Le] 


Cela posé, soit A l'indice intégral de la quantité 

U 

V ? 
considérée comme fonction de langle p, c’est-à-dire la différence entre 
les deux nombres qui expriment combien de fois, pour des valeurs crois- 
santes de p, comprises entre les limites o, 27, ou plus généralement 

[®, 

entre deux limites réelles de la forme 


Po: P — Po Sa 27 ; 


cette quantité, en devenant infinie, passe, 1° du négatif au positif; 2° du 
positif au négatif. La valeur de A correspondante aux valeurs de 4, v, four- 
nies par les équations (6), ou même à des valeurs très-voisines, sera un 
nombre entier complétement déterminé ; et l’on conclura d'un théorème 
démontré dans le Mémoire du 27 novembre 1831, que la moitié de cette 
valeur revrésente le nombre des racines x qui vérifient l'équation 


Fc, 1e 0 


de manière à rendre le module de la différence x —£ inférieur à p. Donc, 
p étant inférieur au plus petit module que puisse offrir la différence entre 
deux racines distinctes dont l’une est £, la valeur de +A correspondante 
aux valeurs de #, y, fournies par les équations (6), représentera précisé - 


{ fsû ) 
ment Ie nombre des racines qui seront égales à £ dans léquation 
ITR 0, 
et, si lon nomme 77 le nombre de ces racines, on aura 
(7) CT 
D'ailleurs, si entre les valeurs extrêmes 
Pos. .eto Pt pp tar; 
de la variable p, on interpose d’autres valeurs 
AE P:» P3;: QE 
choisies avec p, de manière qu'aucun terme de la suite croissante 
Fa UE Se PEN à 
ne vérifie lune des deux équations 
2 mt bee hot te 


et que jamais deux termes consécutifs de cette suite ne comprennent à la 
fois entre eux une ou plusieurs racines réelles de l'équation 


avec une ou plusieurs racines réelles de l'équation 
VENT 


la valeur de A sera complétement connue, dès que l’on éonnaîtra le signe 
de chacune des quantités U, V pour chacune des valeurs 


Pos Pi Pas! Pailtie ME 
de Ja variable p. En effet, nommons 
PE p' 
deux termes consécutifs pris au hasard dans la suite 


Port Pi Pa: mail : 


(. rr6 ) 


Si ces deux termes comprennent entre eux une ou plusieurs racines de 
l'équation 
ÜT= 10; 


V ne s’évanouira point entre les limites p—p', pp", et en consé- 
quence, dans l'indice intégral À, la partie d'qui répondra aux valeurs 
de p comprises entre ces mêmes limites sera nulle. Passons au cas où 
la fonction U ne s’évanouit pas entre les limites p=p', pp"; alors 
la fonction U, qui demeure continue, par hypothèse, conservera con- 
stamment le même signe entre ces limites; mais dans cet intervalle la 
fonction V pourra changer une ou plusieurs fois de signe en passant par 
zéro. Soient 
VA VA 
les deux valeurs de V correspondantes aux valeurs 


! ff 

PRE 
de la variable p. Si V’, V' sont des quantités de même signe, tandis que 
p passera de la limite p' à la limite p", la fonction V ne pourra changer 
plusieurs fois de signe sans passer, par exemple, du positif au uégatif 
autant de fois qu’elle passera du négatif au positif; et comme on pourra 


U « 
en dire autant du rapport T? dont le numérateur ne changera pas de 


signe, il est clair que la partie J' de À, correspondante à des valeurs de p 
renfermées entre les limites p', p", se réduira encore à zéro. Enfin, si 
V', V'sont des quantités affectées de signes contraires, il suffira évidem- 
ment, pour obtenir d', de tenir compte du dernier changement de signe 
que pourra subir la fonction V, avant que la variable p atteigne la limite p": 
et par suite d'se réduira tantôt à +1, tantôt à — 1, suivant que le signe 
de V'” sera le signe qui affecte la fonction U ou le signe contraire. Ainsi 
chaque partie d de l'indice intégral A sera connue, comme nous l'avions 
avancé, dès que lon connaitra les signes de U et de V pour chacune des 
valeurs de p comprises dans la suite 


Pos Pis Pass: Ps 


Supposons à présent que, les valeurs de z, v étant toujours données par 
les formules (6), on nomme 


ce que deviennent 


(Tao) 
quand on remplace + par Tr + i, en sorte que U,, V, désignent deux fonc- 
üons réelles de x, v, déterminées par la formule 


ARERT Pi Pal 

F(ubo V—1, T+i) = U, + V,V—+. 

: À, représentera le nombre des racines x qui vérifieront l'équation 
F(r me EME Oo; 


D'ailleurs on pourra supposer le module de à assez rapproché de zéro, 
pour qu'une valeur de p qui produisait une valeur de U ou de V sensi- 
blement différente de zéro, produise encore une valeur de U, ou de V, 
sensiblement différente de zéro et affectée du même signe que la valeur 
correspondante de U ou de V. Donc le module de À pourra être assez 
petit pour que la substitution de Tri à Tr n’altère point les signes des 
valeurs de U et de V correspondantes à deux valeurs 


Là f/ 

Ps: P; 
de p, qui ne réduisaient à zéro ni U, ni V, et ne comprenaient entre elles 
aucune racine réelle de l’équation U = o. Mais alors, d’après ce qui a été 
dit ci-dessus, A, sera complétement connu aussi bien que A, et aura né- 


cessairement la même valeur. Donc, pour des valeurs du module de x in- 
férieures à ç, et suffisamment petites, on aura 


(3) | NA TA" 
par conséquent 
SE A 


Ajoutons que la valeur de p, comprise dans les formules (6), pourra décroi- 
tre indéfiniment, si la quantité ç elle-même se rapproche indéfiniment 
de zéro. Donc, m étant le nombre des racines égales à Z dans l'équation 


DÉE =) 0 


et la fonction F (x, £) étant supposée continue dans le voisinage des va- 
leurs r et £ des variables £ et x, on peut affirmer généralement que, pour 
de très-petites valeurs du module de ?, l'équation 


F(x, T +i) 


offrira m racines réelles ou imaginaires, et très-peu différentes de £. 
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Le théorème que nous venons d'établir entraine la proposition suivante. 


2° Théorème. F(x, t) étant une fonction réelle et déterminée des 
variables x, {, nommons 
SAUT 
3 


deux valeurs réelles et finies de ces variables qui vérifient l'équation 
NE (5 


et dans le voisinage desquelles la fonction F(x, {) reste continue. Si T 
représente une valeur maximum ou minimum de #, c’est-à-dire, si T est 
toujours inférieur, ou toujours supérieur, aux valeurs réelles que £ peut 
acquérir pour des valeurs réelles de æ voisines de £, l'équation 


Ce) 


résolue par rapport à x, offrira des racines imaginaires pour certaines va- 
leurs réelles de £, voisines de la valeur r. 


Démonstration. En effet, nommons m le nombre des racines x qui 
seront égales à Æ dans l’équation 


LAIT TN E0 


et À une quantité infiniment petite, que nous supposerons d’ailleurs néga- 
tive si T est un minimum, positive si Tr est un maximum. En vertu du 
théorème 1‘", pour des valeurs de à suffisamment rapprochées de zéro, 
l'équation 


CHAT EE = 0 


offrira m racines réelles ou imaginaires très-peu différentes de £. Mais, 
si ces racines ou seulement quelques-unes d’entre elles étaient réelles, 
alors, contrairement à l'hypothèse admise, r cesserait d’être un maximum 
ou un minimum. Donc elles seront imaginaires. 

De ce qui vient d’être dit on déduit encore immédiatement les deux 
théorèmes que nous allons énoncer. 


3° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 2°, 
si l'équation 
Fix D) =—=10; 


après avoir acquis m racines réelles égales entre elles pour une certaine 
valeur réelle r de la variable #, vient tout à coup à perdre ces racines 


(119) 
réelles, pour une valeur réelle de £ très-voisine de 7, celles-ci se trouve- 
ront remplacées par m racines imaginaires. 
4° Theoreme. Si l'équation 
FÉLPTIEET O;, 


résolue par rapport à x, a toutes ses racines réelles pour une valeur 
réelle quelconque de la variable #, cette dernière variable, considérée 
comme fonction de x, ne pourra jamais acquérir un maximum ou un 
minimum T côrrespondant à une valeur réelle Z de x tellement choisie 
que F(x, t) reste fonction continue dans le voisinage des valeurs £ et Tr 
des variables x et £. 

Lorsque l'équation (2) offre m racines égales à £, on a identiquement 


pr En) ot ee CC 


S(æ) désignant une fonction de x qui ne devient ni nulle ni infinie 
pour x = £. Donc alors l'équation (3), ou 


RÉCENTS, 
peut être présentée sous la forme | 
Q@)  Flx, T+i)—F(x—r)+(x—£)"f(x)= 0. 


Or, en posant pour abréger 
F(x,r+i)—Fi(x) 


[ac 1) = — LES 


on verra la formule (9) se réduire à celle-ci 
(10) Te NÉ RAD à 
Il est important d'observer que, si l’on pose 


DFA MES 0) 
le rapport 
F(x, r+1i)—F(x,7r) 


z 


s’approchera indéfiniment de 
PRET UT): 


tandis que à s’approchera indéfiniment de zéro. Donc par suite, si la 


fonction 
FE (tn 
Où 


( 120 ) 
reste continne avec sa dérivée (x, &) dans le voisinage des valeurs £ 
et r des variables x et £, on pourra en dire autant de la fonction 


FRE AANE) 


qui restera continue elle-même, dans le voisinage des valeurs # et o 


des variables x et à. 
Concevons maintenant que, les quantités 


TE - 


étant réelles, la forme de la fonction F(x, t) soit pareillement réelle, 
et que lexpression 
ACTU ETES 


acquière, pour x —=Ë£, une valeur finie différente de zéro. Nommons 
d’ailleurs 6 une racine primitive de l'équation 


(11) DRE RTE 


Si l’on attribue à i une valeur réelle infiniment petite, l’équation (10), 
résolue par rapport à £, offrira, en vertu du 1° théorème, m racines 
très-peu différentes de £. Or il est clair que, pour de tres-petites valeurs 
numériques de À, chacune de ces racines vérifiera l’une des m équations 


distinctes de la forme 
(ro) DE Ni nte, M = E=0in(r c)ilréterc, 


si le signe de i est celui de la quantité n(£, 0), et lune des m équations 
distinctes de la forme 


Li 


NOR AE AE ET Cote Me US EME 


si le signe de ÿ est contraire à celui de T(Ë£, o). D'ailleurs, comme, pour 
une valeur nulle de :, chacune des équations (12) ou (13), se réduit à 


LINE — 0, 


et a par conséquent pour racine simple la valeur £ de x, on conclura du 
théorème 1°°, que, pour des valeurs réelles de z très-rapprochées de zéro, 
une valeur de x tres-peu différente de Z vérifie comme racine ou cha- 
cune des équations (12), ou chacune des équations (13). On se trouvera 
ainsi conduit à la proposition suivante. 


(HR TN) 

5° Théoréme. F (x, t) désignant une fonction réelle des variables x, £, 
nommons 
nf Tux AU 
deux valeurs réelles de x et de #, propres à vérifier l’équation 

F (Er 2 +0: 

et dans le voisinage desquelles la fonction F (x, £) reste continue avec 
sa dérivée # (x, £) relative à la variable £. Soit m le nombre des racines 


égales à £ dans l’équation 
FE 0 
en sorte que le rapport 
FT r) 
(ane 
acquière, pour x = £, une valeur finie différente de zéro; et supposons 
que l’on puisse en dire autant de la fonction ‘F (x, T). Enfin posons 


F(x, T) = (x —E£)" (x), 


et 
Etre Li) F(rr) 


D(x,i)= — ee 


1 désignant une quantité réelle. L’équation 
HÉCOET IE En) = 0 


offrira, pour de très-petites valeurs numériques de à, m racines très-peu 
différentes de £, dont chacune vérifiera l’une des équations (12), si le signe 


de ï est celui de la quantité 


n(£, 0) = — 2, 


et l’une des équations (13) si le signe de à est contraire à celui de I (£, 0). 
Corollaire 1%. Il est bon d'observer que les termes de la suite 


RARE PAL D ENDRE 


renfermés dans les seconds membres des équations (12), se réduisent aux 
diverses racines ni" de l’unité, tandis que les termes de la suite 


REIN D ONE AT RONTeUR 


renfermés dans les équations (13),se réduisent aux diverses racines 17" 
de —1. Parmi ces diverses racines, deux seulement sont réelles, et se ré- 


(11320) 
duisent, la première à + 1, la seconde à 


Er ar. e 


Par suite, des équations (i2) et (13) deux seulement sont réelles, savoir, 
la première des équations (r2), et celle des équations (12) ou (13) qui 
renferme le facteur 0" — — 1. Ces deux équations sont aussi les seules 
qui fourniront des valeurs réelles de x, les racines des équations imagi- 
naires ne pouvant être qu'imaginaires elles-mêmes. D'ailleurs la racine 
réelle ou imaginaire de chacune des équations (12), (13) sera immédiate- 
ment fournie par la série de Lagrange. 

Corollaire 2°. Si m est un nombre pair, deux des équations (12) seront 
réelles, les équations (13) étant toutes imaginaires. Donc alors l'équation 


Re, ae O 


offrira deux racines réelles et 7—2 racines imaginaires, si le signe de à 
est celui de la quantité I(£, o); mais quand le signe de ÿ deviendra 
contraire à celui de IT(£, o), toutes les racines deviendront imagi- 
naires. 

Corollaire 3°. Si m est un nombre impair, alors une seule des équa- 
tions (12) sera réelle, ainsi qu’une seule des équations (13). Donc alors, 
pour une valeur réelle de À très-rapprochée de zéro , soit positive, soit 


négative, l’équation 
Firarbih=.0 


offrira une seule racine réelle et m— 1 racines imaginaires. 
Le théorème 5 et ses corollaires entraînent évidemment les nouvelles 


propositions que nous allons énoncer. 
6° T'héoreme. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 2, 
si la valeur £ de x représente non une racine simple, mais une racine 


multiple de Péquation 
Fer to 


en sorte que, m racines étant égales à £, le rapport 


F{(æx;ur) 
CET L 


acquière, pour x —=£, une valeur finie différente de zéro, l’équation 


PELSVeP =ST0) 


( 423 ) 
résolue par rapport à x, offrira des racines imaginaires, pour certaines 
valeurs réelles de £ voisines de r. 
Corollaire. Le théorème (6) s'étend au cas même où la valeur particu- 


lière de £, représentée par +, deviendrait infinie; comme on le prouverait 


Ne. ; ; I 
aisément en substituant , dans ce cas, à la variable #, la variable A: 


S Il. Sur les racines des équations de la forme t = (x). 


En supposant, dans le & 1*, équation (1), réduite à la forme 
MESA R I" 
on obtiendra, au lieu des théorèmes 2, 4, 5 et 6, ceux que nous allons 


énoncer. 


1% Theéoréme. æ (x) étant une fonction réelle et déterminée de x: 
si la variable £ liée à x par l'équation 


(1) | Dee MO LT) 


acquiert une valeur maximum ou minimum Tr pour une valeur réelle et 
finie de x, représentée par £, et dans le voisinage de laquelle la fonc- 
tion &æ (x) reste continue; l’équation (1), résolue par rapport à x, of- 
frira des racines imaginaires , pour’ certaines valeurs réelles de £ voisines 
de la valeur T. 


2° Theoreme. Si l'équation 
tr rs 


résolue par rapport à x, a toutes ses racines réelles pour une valeur 
réelle quelconque de la variable £; cette dernière variable ne pourra 
jamais acquérir un maximum où un minimum T correspondant à une 
valeur réelle Z de x, dans le voisinage de laquelle la fonction æ(x) 
resterait continue. 

3° Théorème. &æ x ) étant une fonction réelle et déterminée de x, sup- 
posons la variable # liée à la variable x par la formule 


Si l'équation 


(2) Ti L)æÆ F 


( 124 ) 
offre m racines égales à £, en sorte qu’on ait 
m(x)—T—=(x — E)" f(x), 


$(x) désignant une fonction nouvelle qui acquière, pour x =£, une 
valeur finie différente de zéro; l’équation 


(x) = TT +i, 


(3) CEE 


offrira, pour de très-petites valeurs numériques de ë, m racines très-peu 
différentes de £. Soit d’ailleurs une des racines primitives de l'équation 


0m — 1. 


Chacune des m racines de l’équation (3) correspondantes à de très-petites 
valeurs numériques de À vérifiera lune des m formules 


(4) r—=()" x—£=08()" etc 


si le signe de à est en même temps celui de la quantité (£); et l’une 
des #7 formules 


(5) x—8=0()", x — 5% = (3 5)" CIEL 


si le signe de à est contraire à celui de f(£). 
4 Théorème. æ (x) étant une fonction réelle et déterminée de la va- 
riable x, et cette variable étant liée à la variable # par l'équation 


ou— æ(x), 


nommons £ une valeur réelle de x, qui représente "2 racines réelles égales 


de l'équation 
LOI NET, 


en sorte que le rapport 

m (x) — 7 

(x—&)" 
acquiere, pour x =£, une valeur finie différente de zéro. Si la fonction 
æ (x) reste continue dans le voisinage de la valeur x—#; l'équation (1), 
ou 


(On) 


résolue par rapport à x, offrira des racines imaginaires pour certaines 
valeurs réelles de £ voisines de r. 
On peut encore déduire du théorème 4° celui que nous allons énoncer. 


5e Théorème. æ (x) étant une fonction réelle et déterminée de x qui 
ne cesse d’être continue qu’en devenant infinie, si l'équation 


Dent e 


résolue par rapport à x,a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle 
quelconque de t, non-seulement chacune des deux équations 


(G) (x) =0, (7) ST AS 


aura pareillement toutes ses racines réelles ; mais de plus deux racines 
réelles distinctes de l'équation (6) comprendront toujours entre elles une 
seule racine réelle de l’équation (7), et, réciproquement, deux racines 
réelles distinctes de l'équation (7) comprendront toujours entre elles une 
seule racine réelle de l'équation (6). 


Démonstration. Puisque l'équation (1), ou 
LT (x) , 

résolue par rapport à x, aura toutes ses racines réelles pour une valeur 
réelle quelconque de, ces racines ne cesseront pas d’être toutes réelles, 
lorsqu'on réduira l'équation (1) à l'équation (6) en posant £ —0o, ou à 

, : I . . 
l’équation (7 ) en posant é—-. Soient maintenant 

Le) 


b, b 


deux racines réelles distinctes de l'équation (6), et supposons, pour fixer 
les idées, 


b € D’, 
Puisque la variable #, liée à x par l'équation 
LT (x) ; 


varie avec æ par degrés insensibles tant qu'elle reste finie; si l’on fait 

croître æ depuis la limite à jusqu'à la limite 0”, € devra s'éloigner de la va- 

leur zéro, pour y revenir, après avoir acquis dans l'intervalle ou ‘une va- 

leur infinie, ou une valeur maximuur ou minimum. Mais la dernière sup- 

position serait contraire à l'hypothèse admise que l’équation (1), résolue 
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par rapport à x, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle 
quelconque de #; donc la variable # devra prendre une valeur infinie, 
ou en d’autres termes l'équation (7) devra être vérifiée pour une certaine 
valeur de x comprise entre les limites b, à”. 

En raisonnant de la même manière, et substituant à la variable # la va- 


: I À : À À : ; 
riable 5 On ferait voir que, dans l'hypothèse admise, deux racines réelles 


distinctes 


# 


RE) 


de l’équation (7) comprennent toujours entre elles une racine réelle de 
l'équation (6). 

Les 2° et 5° théorèmes entraînent encore le suivant. 

6° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 5° théorème, 
si les racines réunies des équations { 6) et (7) sont rangées par ordre de 
grandeur , de manière à former une suite croissante, les divers termes de 
cette suite appartiendront alternativement à l’une et à l'autre équation; si 


d’ailleurs on nomme 


&, 


deux racines consécutives de l'équation (7), la seconde de ces racines a’ 
pouvant être remplacée par l'infini positif © , et la première par l'infini 
négatif — w, la variable 

DST: (x) 


sera toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que fa variable 
x passera de la limite a à la limite a”. 

Pour montrer une application des principes que nous venons d'établir, 
concevons que æ(x) soit une fonction réelle et rationnelle. Nommons 


4; ] As 43 | HO 
les racines finies et distinctes de l'équation vue et 


“ER bi do. 


les racines finies et distinctes de l'équation (6). Enfin posons 


(8) p(x)=(x—a)(x— a,)(x— a3)..…, 


Lx) =(x —b,)(x — b,)(x —bs…..; 
la fonction æ (x) sera ME sn de la forme 


(9) OL 


(127) 
À désignant une quantité constante, et par suite l’équation (1) pourra 
être réduite à 


(10) 19 (x) — kdl (x) = 0. 
Alors aussi les deux équations 
(ra) + (æ)=0, (12) p(x)= 0, 


auront précisément pour racines les racines finies des équations (6) et (7), 
pourvu que l’on suppose, comme on peut toujours le faire, que la frac- 
tion rationnelle æ(x) est réduite à sa plus simple expression, et qu’en 
conséquence les fonctions entières @ (x), \ (æ) n’ont pas de commun di- 
viseur. Il y a plus : comme aucun terme de l’une des suites 


a, , A Ag se... 


be, 0, bia, 


ne pourra être en même temps un terme de l’autre , il est clair que, si l’on 
nomme £ l’une quelconque des quantités 


Ai, GA) Ag. b,, ie Ehise 


et m1 le nombre des racines égales à £ dans l'équation (6) ou (7 )4 le 
rapport 


C3 (x) 


œ Ep" ou 


J 
(x —EË)"e (x) 
se réduira pour x —£ à une constante finie différente de zéro. Cela posé, 
admettons que l'équation (1) ou 
= œ(x) ; 
résolue par rapport à x , ait toutes ses racines réelles pour une valeur quel- 


conque de £ On conclura du théorème 4, non-seulement que les 
racines 


b,, DU EE 


sont toutes réelles, mais encore que ces dernières racines réunies, et ran- 
gées par ordre de grandeur, de manière à former une suite croissante 
: 


appartiennent alternativement à l’une et à l’autre équation. Ce rest pas 

tout : on conclura du théorème 3, 1° en ÿ posant T—0 ; 2° en ÿ remplaçant 
4 . I . , . FIX , 

la variable £ par la variable -, puis réduisant 7 à zéro; que, dans l’hy- 

. pothèse admise, chacune des équations (6) et (7), par conséquent cha- 


17:. 
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cune des équations (11) et (12) ne saurait avoir de racines égales. De ces 
diverses conclusions il résulte évidemment que, dans l’hypothèse admise, 


le nombre des racines de l’équation (12) et le nombre des racines de l’é- 
quation (11), c'est-à-dire les degrés des deux fonctions entières 


@(x), 4(x), 


seront égaux ou différeront entre eux d’une unité. Donc, en résumé, l’on 
pourra énoncer la proposition suivante : 
7° Théorème. & (x) étant une fonction réelle et rationnelle de x, si 
l'équation 
PACE 
résolue par rapport à x, a toutes ses racines réelles pour une valeur 
réelie quelconque de #, les degrés des deux termes de la fraction ration- 
nelle & (x) seront égaux ou différeront entre eux d’une seule unité; de 
plus les racines de chacune des équations 


a (AE 0), LR. =107 
@ (£) 
seront réelles et inégales; enfin toutes ces racines réunies et rangées par 
ordre de grandeur, de manière à former une suite croissante, appartien- 
dront alternativement à l’une et à l’autre équation. 

Corollaire 1°. Les mêmes choses étant posées que dans le 7° théorème, 
nommons z le nombre entier qui représente ou les degrés de deux termes 
de la fraction rationnelle & (x), lorsque ces degrés sont égaux, ou lors: 
qu'ils deviennent inégaux, le plus grand des deux. Concevons d’ailleurs 
que les racines finies de chacune des équations 

\ J 
D TN ON EU 
soient rangées par ordre de grandeur, de manière à former une suite 
croissante, et que les deux suites croissantes ainsi obtenues soient respec- 


tivement 


ES Dai 15e SOPARE 

LS NT ES A ea à 
Enfin, supposons toujours les fonctions entières @(x), (x) déterminées 
par les formules (8). Si les racines réunies de l’une et de l’autre équation 
sont de nouveau rangées par ordre de grandeur, on obtiendra, 1° ja 


suite 
(13) BE Œ; LA Anse (4 PTE by; 
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quand la fonction 4 (x) sera du degré n et la fonction @(x) du degré 
n— 1; 2° l’une des deux suites 
(14) di, b,, Us, b,,, ss Ans CAE 
(15) D}, Œi, b,, d,; CAE. b}, An » 
quand les fonctions @ (x), N (x) seront l’une et l’autre du degré 7: 
3° enfin la suite 


(16) @, is ds) b,,, GG, DAT Zn 


quand la fonction 4 (x) sera du degré 7—1 et la fonction @(x) du 
degré n. Quant aux valeurs 

— D et + 
de la variable æ, elles vérifieront, dans le premier cas, l'équation (9), et 
dar le troisième cas, l'équation (6); tandis que, dans le second cas, elles 
réduiront la valeur de & (x) généralement donnée par la formule (0), 


à la constante 4. 
Corollaire 2°. Pour démontrer très simplement la première partie du 


6e théorème, il suffirait d'observer que, si on nomme 
SL 
la différence entre les degrés du numérateur et du dénominateur de la 
fraction rationnelle æ (x), { désignant un nombre entier qui pourra se 
réduire à zéro, l'équation 
æ(x) AL pe 


jointe à la formule (9), donnera sensiblement, pour une très-grande va- 
leur numérique ou pour un très-grand module de la variable x, 


par conséquent 
x! — l — 
= - ou xl = -, 


JR e D] LA LA A D 
Or, comme l'équation binome qui précède fournira, pour des valeurs 
D t Le 
négatives de F° des valeurs imaginaires de æ, si le nombre Z surpasse 


l'unité; on peut en conclure immédiatement que, si l'équation (1), résolue 
par rapport à æ, a toutes ses racines réelles, pour une valeur réelle quel- 
conque de £, le nombre {, c'est-à-dire, la différence absolue entre les 
degrés des deux termes de la fraction rationnelle &æ{x), se réduira sim- 


plement à zéro ou à l'unité. 


( 130 ) 


On peut démontrer encore facilement l'inverse du 7° théorème, c’est-à- 
dire la proposition suivante. 


8 Théorème. æ (x) étant une fonction réelle et rationnelle de x, si 
les degrés des deux termes de cette fonction ou fraction rationnelle sont 
égaux ou diffèrent entre eux d’une seule unité ; si d’ailleurs les racines de 
chacune des équations 

1 


RL) ÆELO, re eee 


sont toutes réelles et inégales, si enfin ces racines, rangées par ordre de 
grandeur, appartiennent alternativement à l'une et à l’autre équation; 
alors, résolue par rapport à x, l’équation 


œ(x) — 


aura toutes ses racines réelles, pour une valeur réelle quelconque d® la 
variable £. 

Démonstration. Posons toujours 
J (x) 
p(x)? 
(x), Ÿ(x) désiguant deux fonctions entières de x , dans chacune des- 
quelles la plus haute puissance de x aura l'unité pour coefficient, et Æ 
une constante qui sera nécessairement réelle. Soit encore z le nombre 
entier qui représentera, dans l'hypothèse admise, les degrés des fonc- 
tions dJ (x), (x), si ces degrés sont égaux; ou, s'ils sont inégaux , le 
plus grand des deux. On aura trois cas à considérer suivant que les degrés 
des fonctions entières 


mA) SE 


dE) NET) 


seront 

n et n — 1, 
ou 

n et 112 
ou enfin 


N — 1 et 71. 


Or supposons d’abord (x) du degré n, et @(x) üu degré n—1. 
Soient dans ce même cas 
Ai, Ans 3 Anna 


les racines , supposées réelles et inégales, de l'équation 


Dit) 10, 
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ces racines étant rangées par ordre de grandeur; la suite croissante des 
racines de l'équation 


sera 
D 3 LES ao nee pe nt 3 Œ ; 


et puisque deux de ces racines, prises consécutivement, comprendront 
entre elles une seule racine simple et réelle de l’équation 


J(x) = «, 
deux termes consécutifs de la suite 
À (— ©), (a), N'(d)Ne Ur SANS J (æ) 


seront toujours affectés de signes contraires. D’ulleurs la derniere suite 
offrira les valeurs diverses de la fonction 


l 
(x) — FE pix) 
correspondantes aux valeurs 
lon NAN ANTENNES 


de la variable x, et à une valeur finie quelconque de la variable £. Donc 
deux de ces valeurs de x, prises consécutivement, comprendront entre 
elles au moins une racine réelle et simple de l'équation 


(x) — 5 p(xr) = 0; 


donc cette équation, qui est du degré n, admettra 7 racines réelles pour 
une valeur réelle quelconque de £. En d’autres termes, pour une valeur 
réelle finie de #, des valeurs réelles de x pourront seules devenir racines 
de l’équation 


Lx) — 5 p(x) = 0, 
ou, ce qui revient au même, de l’équation 
D NN}, 
Ajoutons que, si la valeur de # devenait infinie, les racines de l'équation 
t= œ(x) 


ne cesseraient pas d’être réelles, puisqu'elles se réduiraient simplement 
aux racines 
L a 
Ai ds) 5 Ann À 5 = Ho 


+ 


LI 
se 


(C 152 } 
de l'équation 


I 


æ (x) 


Si la fonction 4 (x) était du degré 7 —1,et la fonction g(x) du 
degré n, alors, pour démontrer le 8° théorème, il sufhirait de raisonner 


comme nous venons de le faire, en substituant la fonction à la fonc- 


I 
æ (x) 
tion æ (x). 

Enfin, si les fonctions 

p(x), Ÿ (x) 
sont l’une et l’autre du degré n; alors, en représentant par 
USM Le CITe 


la suite croissante des racines de l'équation 
p(x) = 
BD NPD 


la suite croissante des racines de l'équation 


PL 
Gris 
on conclura encore de raisonnements semblables à ceux dont nous venons 
de faire usage, que, pour une valeur réelle de #, l'équation 


er par 


8 æ(x), 


réductible à chacune des formes 


G7)  V(æ)— Fo(x)=0,. p(x) — 5 N(x) = 0 


offre toujours, dans l'hypothèse admise, non-seulement ñ7 — 1 racines 
réelles dont chacune est comprise entre deux termes consécutifs de la 


suite 
a, ÿ Ua 9 . L L] Y À An) 


mais aussi 2— 1 racines réelles dont chacune est comprise entre deux 
termes consécutifs de la suite 


AU AMEN 


Donc cette même équation, que l’on peut réduire à une équation réelle et 
algébrique du degré 7, ne saurait admettre une seule racine imaginaire, 
Donc ses 7 racines seront réelles pour une valeur réelle quelconque de #; 


(5133) 
et le théorème 8, dans le cas que nous considérons, ne cessera pas 
d'être exact. 
Corollaire 1‘. Les conditions énoncées dans'le 7° théorème étant rem- 
plies , si l’on représente par 


b,, Die RErTE 


la suite croissante des racines de l'équation æ (x) = 0, et par 


&, ;, As: Ag,os 


: ï 


la suite croissante des racines de l'équation ni Ou ces diverses ra- 


cines, et rangées par ordre de grandeur , fourniront l’une des suites (13), 
(14), (15), (16). Alors aussi l'équation (1) pourra être présentée sous la 
forme 


18) a a A or dite de 


(r— a,)(x — a, )(x—a3)... 


dés: 


k désignant une constante réelle. 


Corollaire 2°. Si, pour fixer les idées, on suppose 7 = 1, la valeur de 


tirée de l'équation (18), prendra l’une des trois formes 


zx —0 I 


x —b, rmaË Rai 


D'ailleurs on reconnaîtra facilement, 1° que la différence 

x —0b 
croit sans cesse, tandis que la variable æ croît en passant de la limite — 
à la limite + ; 2° que le rapport 


I 


Lu 


décroit sans cesse, tandis que la variable x croît en passant de la limite 
— à la limite a, ou de la limite a à la limite © ; 3° que la fraction 


; — I 
L— a FER NT | 


18 
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a] : 7 a L 
est toujours décroissante avec le rapport 


quand on a 


zx— a? 
re Ve AN CE 
et toujours croissante pour des valeurs croissantes de x — 4 quand on à 
a < b. 


De ces observations, relatives au cas particulier où l'on suppose 2=1,0n 
conclura sans peine que, dans cette supposition, et même plus générale- 
ment, pour des valeurs quelconques du nombre entier #, la valeur de é, 
fournie par l'équation (1) ôu (18), sera toujours croissante ou toujours 
décroissante, tandis que la variable x croîtra en passant d’un terme 
quelconque de la série 


(19) — D, A, An, Œgsore D 


au terme suivant. Pour établir, par exemple, cette dernière proposition, 
dans le cas où, le numérateur de la fraction rationnelle æ (x) étant du de- 
gré n, le dénominateur est du degré 7 — 1, il suffit de présenter suc- 
cessivement les valeurs de £ sous chacune des formes 


C0, x — ba x —06 
LUN so ——< , 
ù T— A X— da, X — nr 
CREME TRE D 4 Lo 0, 
DE se RE = ... ——— (X — A). 
T— 4 L—da, CRE NOTES 


En conséquence on peut énoncer la proposition suivante. 
Théorème 9°. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 8, 
si l’on représente par 
HU ARR EE 


la suite croissante des racines finies de l’équation 


la valeur de 
NOT) 


sera toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que la variable 
x croîtra en passant d’un terme de la série 


(19) —— Di line Cl une 


au terme suivant. 


(#35 2) 


Corollaire. Pour bien comprendre le théorème 9, il est nécessaire de 
distinguer trois cas, suivant que les degrés des deux termes de la fraction 
rationnelle & (x) sont 


netn—i, ou netnr, ou enfin n—1: et". 


Dans le premier cas, —x, « seront racines de l’équation 


et la valeur du rapport 


#1 S 


croîtra sans cesse en passant de la limite —+ à la limite + æ , tandis que 
la variable x croitra en passant d’un terme de la série (19) au terme 
suivant. 

Dans le troisième cas, — x et + seront racines de l’équation 


G{x) =:0; 


et, tandis que la variable x croîtra, en passant d’un terme a’ de la série 
(19) au terme suivant a", la valeur du rapport 


L 


décroîtra sans cesse, en passant de la limite o à la limite —&, si l’on a 

a'——"; de la limite © à la limite zéro, si l’on a a”— ©; et de la 

limite «© à la limite — ©, si a’ et a” conservent des valeurs finies. 
Enfin , dans le second cas, — æ, «© seront racines de l’équation 


œ(X) == K: 


et, tandis que la variable x croîtra en passant d’un terme quelconque a 
de la série (19) au terme suivant a”, la valeur du rapport 

TN 
k 
croiîtra ou décroitra sans cesse en passant généralement de la limite — 
à la limite Hw, ou réciproquement, suivant que la plus petite racine b, 


de l’équation 
æœ(x) = 0 


10e 
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sera supérieure ou inférieure à la plus petite racine a, de l'équation 


si l'on a a = —« , ou la seconde, si l'on a 4 =, devra cesser d’être in- 
finie, et se réduire simplement à l'unité. 

Dans les applications que nous venons de faire des principes ci-dessus 
établis, nous avons supposé que la fonction æ{x) était algébrique et 
même rationnelle. Pour montrer une application des mêmes principes à 
une fonction transcerndante, il nous suffira de prendre 


æ (x) = tang ax; 
a désignant une constante réelle. Alors l’équation (1), réduite à 
t = tang ax, 
ou, ce qui revient au même , à 
N'MsTer 
Ac ere 


aura, comme l’on sait, toutes ses racines x réelles. Donc, en vertu du 
théorème 6, les racines des deux équations (6) et (7), ou 


SN LA NO COS LT 


étant réunies et rangées par ordre de grandeur, appartiendront alternati- 
vement à l’une et à l’autre équation, ce qui est effectivement exact. 
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NOTE 


SUR QUELQUES THÉORÈMES D'ALGÈBRE. 


Un lemme dont M. Lamé a fait usage pour démontrer l'impossibilité 

de résoudre en nombres entiers l'équation 
DT ET MO 

se déduit aisément d'un théorème d’algèbre que l’on peut énoncer comme 
il suit : 

1% Théorème. n désignant un nombre impair non divisible par 3, si la 
somme des n“"* puissances de deux variables x, y est retranchée de là 
nm puissance de leur somme 


Lt 6 
le reste 
@) GE 
sera divisible algébriquement, non-seulement par le produit 
zy (x + 7), 


comme il est facile de le reconnaître, mais encore, pour des valeurs de x 
supérieures à 3, par le trinome 


xi— 75 
A? 5e «2 = 
iX Horen) LEVRETTE 
et même par le carré de ce trinome, lorsque 7 divisé par 3 donnera pour 


reste l’unité. 
Démonstration. Pour s'assurer que l'expression (1) est algébriquement 


divisible par chacun des facteurs 

PNA ROUNETERUTS 
il suffit de s'assurer qu’elle s'évanouit, quand on y pose 

X = O0, OÙ Y — 0, ou dd = —<x, 

ce qui est effectivement exact. Pareillement, pour démontrer que l’ex- 
pression (1) est divisible par le produit 

Later LP tt és 
il suffit de prouver qu’elle s’'évanouit, quand on y pose 


Etat) CU RES Étes 


(! 188n) 
2, 6 désignant les deux racines de l'équation 
+ x Li = oO, 
ou, ce qui revient au même, les deux racines imaginaires de l'équation 
D 
Or, comme ces deux racines vérifient non-seulement la condition 
1+a+6—o, 
mais encore, lorsque 7 n’est pas divisible par 3, la condition 
1 + at + 67 = 0; 
la supposition 
SN PP TN EE 
réduira l'expression (1) au produit de x" par l’une des sommes 
(Ha) —i—a = — 1 — a" + (— 6)", 
(1 + 6," — 1 — 6" —1— 6" + (— a)", 
et par conséquent au produit de x” par 
— (1 + ar + 6") — o, 
toutes les fois que 7 sera un nombre impair non divisible par 3. Donc 
alors l'expression (1) sera divisible algébriquement par le trinome 


a Lay + 7 


il y a plus, elle sera divisible par le carré du mème trinome, si, en sup- 
posant 


Î 


M SR SOS HEURE 


on fait évanouir non-seulement l'expression (1), mais encore sa dérivée re- 
lative à y, savoir: 
7 es + 02) "MZ si 


c'est-à-dire, en d’autres termes, si les binomes 


(1 + LD me NUE 
(i + pe ne Cn—1 
se réduisent à zéro. Or c’est précisément ce qui arrivera toutes les fois que 
le nombre impair n, étant divisé par 6, donnera lunité pour reste. 
Exemples : Si l’on prend successivement pour » les divers nombres 


Il 


(— a)" — ET", 


DOTE Dls 19505 
on trouvera 
rte or 
(x + JP — 2 — y = 5Sxy (x + 
CHINE TT 
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Ge + pt — a — pe = 
æp(x Hip}(e Rap 7 Ter ay € D pe yYT, 
(x + YYS LE 43627 Fe cor 
xp (x + J)(e + x + JT Cet + xp + D + 2x) (x + 7], 

etc 
Des démonstrations semblables à celle que nous avons donnée du théo- 
reme 1°", s'appliquent à d’autres propositions d’algébre. Ainsi, en particu- 
lier, de ce qu’une fonction entière d’une ou de plusieurs variables indé- 
pendantes ne peut s’évanouir avec l’une quelconque de ces variables, sans 
être divisible par chacune d’elles, on doit conclure que, si 
PE Ti ais 
représentent des fonctions entières des variables indépendantes 
Éd n 
les sommes 
fa) — F(— x); 

ÊGe, plie) esp) ns 5 75 

f(x, 7,2) —{(— x, 7,2) —f{x, — 7, 2) + f(x — 7, 3) 
Ée fix, 7,—2)+f(— x, p, 2) + Ex, —7, —2)—{(— x, —7, —2); 
etc., 
seront algébriquement divisibles, la première par x,la seconde par le pro- 
duit x y, la troisième par le produit xyz... On pourra donc énoncer 
la proposition suivante. 


>° T'héoréeme. Soient 
ZX , Ja 2 .….e 


n variables indépendantes, et 
Rires 
une fonction entière de ces variables. Soit encore 
Ô 
la somme formée par l'addition de cette fonction et de celles que l'on 
peut en déduire à l’aide d’une ou de plusieurs opérations successives, dont 
chacune consiste à changer simultanément le signe de la fonction et le 
signe de l’une des variables. La somme 8 sera divisible algébriquement par 
le produit de toutes les variables 
MOT NEA 

Nota. Les termes qui composeront la somme 8, seront tous compris 

sous la forme générale 


Hs a Us ÊTES Li 2,3.) 
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le signe extérieur à la fonction f étant le produit de ceux qui affecte- 
ront intérieurement les diverses variables æ, y, z,... Donc le nombre 
des termes de la somme S sera le nombre 2" des valeurs différentes que 
pourra prendre l'expression 


DÉS AEE “DOME 
eu égard au double signe qui se trouve placé devant chaque variable, et 
qui peut être réduit arbitrairement soit au signe +, soit au signe —. 
Corollaire 1%. Le produit x 72... étant du degré n, si la fonction 
CORRE, 7, 2.1) 
est d’un degré inférieur à n, la somme 8, algébriquement divisible par le 
produit x y z..., vérifiera nécessairement la condition 
D NO: 
Corollaire 2°°. Si la fonction 
FC, 4e fre) 
est précisément du degré nr, alors non-seulement la somme 8 sera divi- 
sible algébriquement par le produit 
LP TSI 
mais de plus le quotient de 8 par ce produit sera une fonction entière 


du degré zéro, c’est-à-dire une quantité constante. On aura donc, en dé- 
signant cette constante par €, | 


Si d’ailleurs on représente par 
RES 
la partie proportionnelle au produit xyz.... dans la fonction 
LU one nas 
cette partie sera évidemment commune à la fonction f(x, y, z,...), et 


à toutes celles qui s’en déduisent. Donc, puisque le nombre total de ces 
fonctions, y compris la première, est 2”, on aura 


CRT 00 , 
et 
S — 2"NMxXYZz... 


Si, pour fixer les idées, on prend 
f(X, 7, 2,..) = (CS RP, 


DIE 


on aura 
Le pa tés 


EN SI 


oi 


de. 
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et par suite 
D dde el D Ne 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 
3"e Théorème. n étant le nombre des variables indépendantes +, CERTES 
soit 8 la somme formée par l'addition de la fonction 
/ na 2 
X + y + s + ...)}, 
et de toutes celles qui se trouvent comprises sous la forme 
EN CCR EE EEE 07 
lorsqu'on réduit le signe extérieur, c’est-à-dire situé hors des parenthèses, 
au produit des signes intérieurs. On aura 
Pen RM LMD PAS ALI: PA ci, Ÿ< D 


Ainsi, par exemple, on trouvera successivement 


ZX — (— X) = 2x, 
+) —zrz+p)—am—- JP + (— zx — 7) = 21.247, 
GONE RES) GR GR Get TN À Le à % 
D ie ie 0) UT too a) 2? 
etc. 

Le 3° théorème, ainsi que nous l'avons montré dans les Comptes rendus 
des séances de l'Académie des Sciences pour l’année 1840, conduit faci- 
lement à la détermination complète des sommes alternées des racines pri- 
mitives des équations binomes. 

Concevons maintenant que, 


(AM Fees) 
étant une fonction entiere dont le degré surpasse le nombre 7 des variables 
AN 2 MR SON désigne par 
MT AT le 
l’un quelconque des termes dont cette fonction se compose. Pour que la 
somme, désignée par S dans le théorème 2, offre une partie correspon- 
dante à ce terme, il sera nécessaire, et il suffira que ce même terme 
change de signe avec chacune des variables 
L'AMOUR PE PORTE 
par conséquent, il sera nécessaire, et il suffira que chacun des exposants 
(AVI NES; PARENT 
soit un nombre impair. Sous cette condition le terme dont il s’agit se 
trouvera, dans la somme 8, multiplié par le nombre 2", tandis que dans 
le cas contraire, il disparaîtra évidemment de la même somme. De 


Ex. d'An. et de Ph, math., T. LI. (AG livr.) | 1)Y 


Ci42 ) 
cette simple observation l’on déduit immédiatement la proposition sui- 


vante : 
4% T'héoréme. Soit 
FOR TE an 
une fonction entière des n variables x, y, 2,... Soit de plus 
| ADR AT 
la partie de cette fonction qui se compose de termes de la forme 
MS CNE RE EUR 


a, b, C,... étant des nombres entiers, c’est-à-dire de termes dont chacun 
renferme toutes les variables élevées à des puissances impaires, La somme 
désignée par 8 dans le 2° théorème sera liée à la fonction 
MSC Do nRe lee) 
par la formule 
Da PTE set ia), 
Corollaire 1°". Puisque dans chaque terme de la fonction F{x, y, z,...), 


les exposants 


24 + 1, 2 H 1, 20 + 1,..., 
de toutes les variables sont des nombres impairs; la somme de ces expo- 


sants, Savoir, 
aa +b+c+...)+n, 
sera toujours l’un des nombres 
Un, nn +2, n + 4,... 
Donc si f(x, y, z,...) ne renferme point de termes dont le degré se 
l 


réduise à l’un de ces nombres, on aura 
S == O. 
Cest ce qui arrivera, en particulier, si f æ, y, 3,...) est une fonction 
homogène dont le degré se réduise à l’un des termes de la progression 
arithmétique 
1 EN PINOT IEEE SE HUE, De 


par exemple, si l'on prend pour f(x, y, z,...)lune des fonctions 


(T+r Hi.) (x +Hr + a + ...) #3, etc. 


Corollaire 2. Si l'on prend successivement pour f(x, y, z....) cha- 
cune des fonctions homogènes 


(t+y+s+...;, (+ y+z+...yes, (te + y +2+...)4,. 


on tirera du 4° théorème, joint à la formule qui fournit le développement 
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d’une puissance entière de la somme x + y + 2 + 


Me IP dl. 712 VE. 
puis 
CE PTE PT CS EE PE CE RE NE mi On LE 
puis 
——. TA | 1 4.5 ) À j # 
CET ….(n+4)x7yz. .| r'+r4 3 +..+ (x y'+ rs + ..+ 72 TR 


ou , ce qui revient au même, 


7... (n+4)xyz...[3(x + 7f+421...) + ro(x y + az LL... + y'2], 


n+i 


Se 2 


etc. La première des formules qui précèdent reproduit le 3° théorème ; la 
seconde donne 


Re in EN (re ET 0 ra 7°), 
D on on a ie mal, 
D D er Vi 
DEUST OC MEUL ER Pers]; 
etc.; la troisième ou quatrième donne 
HT) —r+ri rires pis P'tite], 
A Eu D nt nr en ne me Fe IAE A dre Are 
dr on ue Dette 2 
24.-xyz[3(xt + yt + 2) + io(x y SU x°2® + y'2)|, 
etc. : 

En terminant cette note, nous remarquerons que, dans le cas où 
f(x, y, z,...) est une fonction homogène de x, y, z,..., les différents 
termes dont se compose la somme 8 sont égaux deux à deux, eu égard à 
la formule 

f(x, y, 2,...) = (if x, — 7, — 23,.). 
Ainsi, par exemple, si l’on prend 


Et, = + 7}, 


on trouvera 
CENT — 
et par suite, en remplaçant x par —x, 
(— ZX + ) Ze (æ — W)": 
Si l’on prend au contraire 


f(xy, 2) = (x Æ y + 52}, 


on trouvera j 
(+ 7 += af x — y — 2), 


et par suite 


ntant ur: re Rd ARE 
CAP D ME EE 2) 


—x— js +Ÿ=- (+ x — 1}, 


etc. 


Cela posé, on tirera des formules ci-dessus établies: 
1°. en prenant successivement pour f(x, y, z,...) les fonctions 


(x Hiy}, (+ 7'+ 2),retc., 
Ge + D a fox 
(rs) y EE I Eee 
etc. ; 
2°. en prenant pour f(x, y, z) l'une des fonctions 
(x Sa rs He M4) mr z), etc., 
+ —(G—r)=24ar (+7); 
Le + 7 + Hay + (x y 2) + (ar + 2) = 2.4. 5xyez (x +y'+ 2)], 
etc. ; 


3°. en prenant pour f(x, y, z), l'une des fonctions 


(x + y}, (x + y + 2), etc., 
(x + 7 — (@ — JŸ = say + 79 + 1027), 
ee ne HS A PE Gsm ee dames” où ou ur 
28.7x973[3(2xf + yf+ 28) + 1o(x 7 + x 2 + y'z2?)], 
ÉtC. 
La dernière des formules auxquelles nous venons de parvenir coïncide 
encore avec l’une de celles dont M. Lamé a fait usage dans son Mémoire 
sur limpossibilité de résoudre en nombres entiers l'équation 


SA en me == à 
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NOTE 


SUR LES 


DIVERSES SUITES QUE L’ON PEUT FORMER AVEC DES TERMES DONNÉS. 


Considérons une suite composée de divers termes 
af btricsdits 


On pourra de cette première suite en déduire plusieurs autres, en inter- 
vertissant l’ordre dans lequel les termes se trouvent écrits. De plus, si l'on 
compare une quelconque des nouvelles suites à la première, on se trouvera 
naturellement conduit par cette comparaison à distribuer les divers termes 


a} hyverld su 


en plusieurs groupes, en faisant entrer deux termes dans un même groupe, 
toutes les fois qu'ils occuperont le même rang dans la premiére suite et 
dans la nouvelle, eten formant un groupe isolé de chaque terme qui n’aura 
pas changé de rang dans le passage d’une suite à l’autre. Pour indiquer un 
de ces groupes, nous renfermerons entre deux parenthèses les termes dont 
il se compose, en faisant succéder immédiatement l’un à l’autre deux 
termes qui occuperont le même rang dans la nouvelle suite et dans la pre- 
mière. Alors le premier terme de chaque groupe devra être censé succéder 
au dernier. On pourra d’ailleurs prendre pour premier terme l’un quel- 
conque de ceux qui composent le groupe, ce qui permettra de représenter 
le même groupe par diverses notations équivalentes. Ainsi, par exemple, 
l’une quelconque des quatre notations 


(a, b,æ, d), "(Dee)" 4) a D a b,e) 
indiquera un groupe formé avec les quatre termes j 


a PEN d ; 
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etil y aura effectivement lieu à former ce groupe, si, dans le passage de 
la première suite à la nouvelle, les quatre termes 


a, Mc ;1d 
sont respectivement remplacés par les quatre termes 
D COTE 


savoir, a par D, b pare, c par d'et d par a. Il n’y aurait qu’une seule ma- 
nière de représenter un groupe, si les lettres qui le composent étaient écrites, 
les unes après les autres, non plus sur une ligne droite, mais sur une -cir- 
conférence de cercle divisée en parties égales, et disposées de telle sorte 
qu’en parcourant la circonférerice dans un sens déterminé, on passât im- 
médiatement d’une lettre quelconque à celle qui doit la remplacer. C'est 
par ce motif que dans le tome X du Journal de l'École Polytechnique j'ai 
désigné sous le nom de substitution circulaire Vopération qui embrasse Île 
système entier des remplacements indiqués par un même groupe. 

Lorsqu'un groupe se composera d’une seule lettre, il indiquera simple- 
ment que cette lettre ne doit pas être déplacée, et qu’elle conserve son 
“ang dans le passage d’une suite à l’autre. Lorsqu'un groupe se composera 
de deux lettres, il indiquera un échange mutuel opéré entre ces deux 
lettres. Il est d’ailleurs évident qu’à l’aide de plusieurs semblables échanges 
opérés entre les lettres 


Le OCR 


prises deux à deux, on pourra faire passer successivement l’une quelconque 
de ces lettres à la première place, puis l’une quelconque des lettres res- 
tantes à la seconde place,.…., etc……., et par conséquent transformer la pre- 
miere suite 


CU DESC A IAE 


en l’une quelconque des autres. Donc un système quelconque de substitu- 
tions circulaires, représenté par un système de groupes donnés, peut 
toujours être remplacé par un système d'échanges successivement opérés, 
et dont chacun se rapporte à deux lettres seulement. 

Si l’on‘ nomme 7 le nombre des lettres données 


ai} CPCRU IS. 4 
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le nombre des diverses suites, ou, ce qui revient au même, des divers ar- 
rangements que l’on pourra former avec ces lettres, se déduira aisément 
du nombre 7, et sera, comme l’on sait, représenté par le produit 


te 2 72. 


De plus, ces mêmes suites ou arrangements se partageront en deux classes 
bien distinctes, la comparaison de chaque nouvel arrangement au premier 


PDA EDEN 


pouvant donner naissance à un nombre pair ou à un nombre impair de 
groupes. J'ajoute qu'un seul échange , opéré entre deux lettres, fera passer 
une suite ou un arrangement d'une classe à l’autre, en faisant croître ou 
diminuer le nombre des groupes d’une unité. C'est en effet ce que l’on dé- 
montrera sans peine de la manière suivante. 

Concevons d’abord que les deux lettres échangées entre elles appar- 
liennent à deux groupes différents. On pourra supposer chacune d’elles 
écrite la première dans le groupe qui la renferme. Cela posé, soient, par 
exemple , 


(a,1b,.c,..., RIM) RC Pre UT ARE) 


les deux groupes dont il s’agit. Ces groupes indiqueront que, dans le pas- 
sage de la première suite à la nouvelle, les lettres 


NDS CRETE LOMME ETES 7 ne RS 
se trouvent respectivement remplacées par les lettres 
BAUER NS, 14 all eblosmr, Nyess..) S3 L 


Donc, après un échange opéré dans la seconde suite entre les premieres 
lettres des deux groupes, c’est-à-dire entre les lettres a et /, on devra, en 
passant de la première suite à la seconde, remplacer les lettres 


TO TU RU LAUTIL, Ps nes To S 
par 


D CS de à ON TT ele eee) OU 
« Donc, apres cet échange, les deux groupes donnés 


| Cash cent TE) (1077 7, RS | 


DO 
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se trouveront réunis, et réduits à un seul groupe 
(a, b, Ce, h, k, l, UE He) r, s). 


Réciproquement, si ce dernier groupe était l’un des groupes donnés, ré- 
sultants de la comparaison de la nouvelle suite à la première, un seul 
échange opéré entre deux lettres comprises dans ce groupe, par exemple 
entre les deux lettres a et Z, diviserait ce groupe en deux autres 


(as#b No ee ASTRA, LS ur ds) 


Donc, dans tous les cas, un seul échange opéré entre deux lettres , dans 
l’une quelconque des suites que l’on considère, fera passer cette suite d’une 
classe à l’autre, en faisant croître ou diminuer le nombre des groupes 
d'une unité. 

Puisqu’un seul échange transformera les suites qui appartiennent à une 
classe en celles qui appartiennent à l’autre; il est clair que chaque classe 
offrira précisément la moitié du nombre total des suites ou des arran- 
gements divers. Donc le nombre des arrangements qui appartiendront à 
chaque classe sera représenté par le produit 


SINCEX En 


Observons encore que, 2 étant le nombre des lettres, la comparaison 
du premier arrangement 
END tee 


à lui-même fournira n groupes isolés. Donc la classe qui comprendra ce 
premier arrangement devra correspondre à un nombre pair: ou à un 
nombre impair de groupes, suivant que le nombre » sera lui-même pair 
ou impair. 

Observons enfin qu'après plusieurs échanges opérés chacun entre deux 
lettres, le nombre total des groupes se trouvera évidemment augmenté ou 
diminué, soit d’un nombre pair, soit d’un nombre impair, suivant que 
le nombre des échanges sera lui-même pair ou impair. Donc des échanges 
par lesquels deux arrangements pourront être déduits l’un de l'autre se- 
ront toujours nécessairement en nombre pair, Si Ces arrangements appar- 
tiennent à la même classe, et en nombre impair dans le cas contraire. 

Concevons maintenant qu’une lettre placée avant une autre lettre dans 
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le premier arrangement, se trouve au contraire placée après elle dans un 
second. Nous dirons alors que ce second arrangement, comparé au pre- 
mier, offre une inversion relative au système des deux lettres dont il s’agit. 
D'ailleurs, le nombre des inversions que présentera le second arrangement 
ne pourra évidemment surpasser le nombre des combinaisons que l’on 
peut former avec n lettres prises deux à deux, c’est-à-dire, le rapport 


n(n—1) 
SECRET AE 
2 


J'ajoute que le second arrangement appartiendra ou non à la méme classe 
que le premier, suivant que le nombre des inversions sera pair ou impair. 
C’est en effet ce que l’on démontre aisément comme il suit. 

Supposons que de chaque lettre prise dans le premier ou dans le se- 
cond arrangement on retranche successivement chacune des suivantes. Le 
produit des différences ainsi formées se réduira, pour le premier arran- 
gement, à l'expression 


(1) P=—(a—b)(a—c)...(b—c).... 


De plus, le nombre des facteurs du même produit qui changeront de signe, 
quand on passera du premier arrangement au second , sera précisément le 
nombre des inversions qu'offrira ce second arrangement, et suivant que 
ce nombre sera pair ou impair, le nouveau produit sera égal, soit à + P, 
soit à—P. Donc, pour établir la proposition énoncée, il suffira de prou- 
ver que le nouveau produit se réduit à HP ou à —P, suivant que le second 
arrangement appartient ou non à la même classe que le premier, ou, ce qui 
revient au même, suivant que le second arrangement peut ou ne peut pas 
se déduire du premier par un nombre pair d’échanges opérés chacun entre 
deux lettres. Or cette dernière proposition est évidente. Car, si deux lettres, 
par exemple a et b, sont échangées entre elles, dans l’un quelconque des 
produits formés comme il a été dit ci-dessus, le facteur qui renfermera 
ces deux lettres, c’est-à-dire la différence 


a—b ou b—a, 


changera de signe; mais les deux facteurs qui renfermeront les deux lettres 
a et b avec une troisième c, étant multipliés l’un par l’autre, fourniront un 
produit partiel qui pourra être réduit à l’une des formes 


(a—c)(b—c), —(a—c)(b—c), 


(900) 
et qui dans l’un ou l’autre cas conservera le même signe, après l'échange 
mutuel des deux lettres a et b. 

Le théorème qui détermine la classe à laquelle appartient un arrange- 
ment, à l’aide du nombre pair ou impair des inversions, a été donné, pour 
la première fois, par Kramer, et démontré par M. Laplace. J'ai donné les 
autres théorèmes ci-dessus énoncés dans le tome X du Journal de l'École 
Polytechnique, et dans l'Analyse algébrique. Si je les ai rappelés ici, c'est 
pour rendre plus facile la lecture du Mémoire suivant. 


— 28) nn e— 
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MÉMOIRE 
SUR LES FONCTIONS ALTERNÉES 


ET SUR LES SOMMES ALTERNÉES. 


Concevons que, dans la suite 


ES Le 


on retranche successivement de chaque terme tous ceux qui le suivent. 
et nommons P le produit des différences ainsi formées, en sorte qu’on ait 


(1) P=(x—7y)(x—z)... (y —2).... 


Si, dans le produit P on échange deux lettres entre elles, il changera 
évidemment de signe, en conservant, au signe pres, la même valeur. 
(Voir la Note précédente.) 

Une fonction alternée de plusieurs variables x, y, z,...,est celle qui, 
comme de produit P, change de signe, en conservant, au signe près, la 
même valeur, lorsqu'on échange deux de ces variables entre elles. Il suit 
de cette définition même qu’une fonction alternée de x, y, z,... s’éva- 
nouira, si l'on pose 


LX= Ÿ ou XL —=Z,... OU F—=Zyc... 


Donc, si cette fonction est entière, elle sera divisible algébriquement par 
chacune des différences 


En ES Lt Sir cetes JT Bose) 


entre les variables x, y, z,..., combinées deux à deux. Elle sera donc 
alors algébriquement divisible par le produit P de toutes ces différences. 
[Voir l'Analyse algébrique, chap. HE, 6 IL.] 

Une fonction rationnelle qui a pour dénominateur une fonction symé- 
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trique et pour numérateur une fonction alternée des variables x, y, z,.., 
est évidemment elle-même une fonction alternée de ces variables. Récipro- 
quement, si une fonction alternée de x, y, z se trouve représentée par 
une fraction rationnelle dont le dénominateur se réduise à une fonction 
symétrique, le numérateur de la même fraction rationnelle sera nécessaire- 
ment une autre fonction alternée de x, y, z,.... 
Soit maintenant 


RC AE ere 


une fonction quelconque des variables x, y, z,...; et supposons que 
l’on ajoute à cette fonction celles que l’on peut en déduire à l’aide d’un 
ou de plusieurs échanges opérés entre les variables x, y, z,..., chacune 
des nouvelles fonctions étant prise avec le signe + ou avec ie signe —, 
suivant que le nombre des échanges est pair ou impair. La somme s ainsi 
obtenue aura évidemment la propriété de changer de signe, en conser- 
vant, au signe près, la même valeur, lorsqu'on échangera deux variables 
entre elles. Cette somme sera donc une fonction alternée des variables 
2, Y, Z,.... Nous la nommerons, pour cette raison, somme alternée ; et 
en adoptant une notation dont nous avons souvent fait usage, nous la 
désignerons comme :il suit 


(2) SR S (ECC LE 


Si la fonction f(x, y, z,...) est entière, on pourra en dire autant de 
la somme alternée s. Donc alors, en vertu de ce qu'on a dit plughaut, le 
second membre de l'équation (2) sera divisible algébriquement par le pro- 
duit P. | 

Si la fonction f(x, y, z,...) est rationnelle, on pourra en dire autant 
de la somme alternée s qui sera de la forme 


U, V désignant deux fonctions entières de x, y, 3, Il y a plus: si l’on 
prend pour V, comme on peut le faire, le produit des dénominateurs des 
fractions rationnelles dont la somme alternée s se composera dans cette 
hypothèse, ou plus généralement une fonction symétrique des variables 
TX ,.Y,Z,… divisible par tous ces dénominateurs, U sera nécessairement 
une fonction alternée des mêmes variables. Donc alors U sera divisible 


(42505) 


algébriquement par le produit P, en sorte qu’on aura. 


(3) | = PWe 
et 
(4) s = P+, 


W désignant, ainsi que V, une fonction entière et symétrique de x, y, 3, 
Donc la somme alternée s pourra être décomposée en deux facteurs, dont 
; W ,, x ; 
l’un sera le produit P, l’autre facteur + étant une fonction rationnelle et 
symétrique de x, y, Z,.... 
Pour montrer une application de la formule (4), supposons 


(5) f ELLE ZIP F 


on pourra prendre évidemment 
(6) V=(x-a)(x-b)(x-c).. (y-a)(yr-b)(r-c)...(æa)(z-b)(z-c)…., 
et alors U sera une fonction entière de 

CN PTE A: MONET, | 


algébriquement divisible, non-seulement par le produit P, mais encore 
par le suivant 


(7) B— (a—b)(a—c)...(b—c)... 
On aura donc 

(8) U — kP®, 

et - | 

(9) el 


k désignant ou une constante ou une fonction entière de x, y, 3,..., 
a, b, c,.... D'ailleurs, si lon nomme 7 le nombre des variables x, y, z,.…., 
chacun des produits de la forme 


(x—a)(x—b)(x—c).….., 
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considéré comme fonction de 
Lo VITE NU DAC, 


sera du degré », d'où il suit que, dans l'hypothèse admise, x sera la dii- 
férence entre les degrés des fonctions V et U. Donc, V étant du degré n°, 
Ü sera du degré 

TNT 


D'autre part, la moitié de la différence n°—n ou le nombre 


n(n—:1) 
2 


représente à la fois le degré de P considéré comme fonction de x, y, z,…., 
et de Ÿ considéré comme fonction de a, b, c,... Donc le degré de la 


fonction 
Rp PL 
EAP CE 
se réduira simplement à zéro, et cette fonction à une constante. Ajoutons 
que, pour déterminer la constante k, il suffira de poser 


X = da, MER Z = C,... 


dans l'équation (9) réduite à la forme 


V 
== ne et. 1 * LCR 
ed ra [re eee. L 


En effet on trouvera ainsi 


sé 
RE 
(x—a)(y—b)(2—c)...? 
ou, ce qui revient au même, 
n(n—1i) 


KŒ?—(a—b)(a—c)..(b—a)(b—c).(c—a)(c—b)..—=(—1) ?  , 


et par conséquent 
n(n—1) 


Alter) CO 


Donc la formule (9) donnera 


n(n—1) 


SR OP MN as EM el 
(04 PESTE et anis À hic 
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les valeurs de 
P,@, V 


étant toujours celles que fournissent les équations (1), (7) et (6). 
Si dans la formule (10) on pose successivement 


HAN, n = 2, ELC.. 
on obtiendra les suivantes 


CE AN A Re A EE Ce) em 9 A A 
(x—a)(y—0) (x—b)(r+a)  (x—a)(x—t)(y—a)(7r—vb)? 
I I » | 


(x—a) (y —b)(z—c) ue (x—6)(y —c)(z— a) si (æ—c)(yr—a) (2 —6) 


I 1! I 


SR Ce GONE 


(æ—a)(y—c)(2—0) — (æ—D)(y—a)(—e) — (x e) (7 —0)(:—a) 
à (a—b)(a—c)(b—c)(x—y)(x—2) (y —2) 
(æ—a)(z—0)(a—0) (ya) (7 —b(r=o Ga) (4-0) (Ge) 
CLOAITe 


Jusqu'à présent nous avons supposé que les diverses variables qui con- 
couraient à la formation d’une fonction alternée ou d’une somme alternée, 
étaient représentées par des lettres diverses. Quelquefois on représente ces 
mêmes variables par une seule lettre affectée de divers indices 


LA] 
ON PAR TOUT, 7720 


et l’on peut dire alors que la fonction ou la somme dont il s'agit est al- 
ternée par rapport à ces indices: Ainsi, par exemple, le produit 


" (Xo— Li) (LXo— La) (Xi —ZX;) 

est une fonction alternée par rapport aux variables 
Er es NME 

ou, ce qui revient au même, par rapport aux indices 


OAI; 


Dans ce qui précède, nous avons seulement considéré les fonctions al- 
ternées ou les sommes alternées qui changent de signe, en conservant, 
2. 
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au signe près, la même valeur, quand on échange entre eux deux termes 
quelconques d’une suite donnée. On pourrait obtenir aussi des fonctions 
et des sommes qui seraient alternées par rapport à diverses suites, c’est-à- 
dire, des fonctions et des sommes qui auraient la propriété de changer de 
signe, en conservant, au signe près, la même valeur, quand on échan- 
gerait entre eux les termes correspondants de ces mêmes suites. Considérons, 
par exemple, m suites différentes, composées chacune de 7 termes, qui 
se trouvent représentés, pour la première suite, par 


Loy Lips Ln;) 
pour la seconde suite, par 

Jos Jus Ju 
pour la troisième suite, par 


7. 
Zos Bises Zn—rs 


ÉICA ELEDIL 


Der Lies Cri; Jos Pass Pa Zo Zr3°..3 ZT) 
une fonction donnée de ces divers termes. Si à cette fonction l’on ajoute 
toutes celles que l’on peut en déduire, à l’aide d’un ou de plusieurs échanges 
opérés entre les lettres 
LA D EONESS 

prises deux à deux, chacune des nouvelles fonctions étant prise avec le 
signe + ou avec le signe — , suivant qu'elle se déduit de la première par 
un nombre pair, ou par un nombre impair d'échanges; le résultat de cette 
addition sera une somme alternée par rapport aux suites dont il s'agit. 
Nous désignerons toujours cette somme s à l’aide de la même notation dont 
nous avons déjà précédemment fait usage, et nous écrirons en consé- 
quence 

SES FCO RES ON ER Boy eee NE 
Si l’on place les uns au-dessus des autres, dans diverses colonnes verti- 
cales, les termes corespondants des diverses suites, on obtiendra le tableau 
ci-joint 

Lo: Liyges.s Lan) 


(ri) Jo) VATOEEE J'n—1 


Zos Bree) Zn—a) 
etc.. CE 
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Concevons à présent qu’une fonction entière s des variables comprises 
dans le tableau (11), soit alternée par rapport aux suites formées avec ces 
variables , et que l’on développe cette fonction suivant les: puissances as- 
cendantes et entières des variables dont il s’agit. Un terme quelconque 
sera de la forme 
(12) 6 Sie AR PEN Te HER 
a, bn, f, g,..., 1, j,... désignant des nombres entiers, et k un coet- 
ficient constant. D'ailleurs la fonction s, devant changer de signe, en vertu 
d'un échange opéré entre deux lettres, par exemple, entre x et y, le 
développement de s ne pourra renfermer le produit (12), sans renfermer 


encore le produit résultant de cet échange, pris avec un signe contraire ; et 
ce second produit détruira le premier, si l'on a 

AE UND fee 
On peut donc énoncer la proposition suivante. 

1% Théorème. Si une fonction entière d’un système de variables com- 
prises dans plusieurs suites, est alternée par rapport à ces mêmes suites, 
le développement de la fonction, suivant les puissances entières des va- 
riables, ne pourra renfermer aucun produit dans lequel les termes corres- 
pondants de deux suites données se trouvent toujours élevés aux mêmes 
puissances. 

Au lieu de représenter les termes de plusieurs suites, par plusieurs 
lettres affectées d’un seul indice, on pourrait les représenter par une seule 
lettre affectée de deux espèces d’indices, le premier indice étant variable 
dans le passage d’une suite à une autre. Ainsi, par exemple, au système 
des termes compris dans le tableau (11) on pourrait substituer te système 


des termes compris dans le tableau suivant 

Lo ,0; Lors +5 Lo ,n—1 ) 
æ Z PURE 2 LUE 
(13) D ,07 E,1) ? I ,1—17 
La ,0) Lo: ss.) Lon—i) 


CLCRRET 


Il est maintenant facile d'établir la proposition que nous allons énoncer, 
2° Théorème. Considérons deux systèmes de termes, savoir 


Los Ars Lay +.) 
(14) Po; J'1 Jar) 
Zo) Zi Za) CRE D UE 


CARRE 
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Xos Xy9 Xe «es 


(15) Vos Yrs Var 
Zos Lio Zap +.) 
fete ses 


les termes de chaque système étant répartis entre plusieurs suites, comme 
on le voit dans les tableaux (14) et (15); et nommons s une fonction en- 
tière de tous ces termes qui soit alternée , non-seulement par rapport aux 
suites comprises dans le tableau (14), mais aussi par rapport aux suites 
comprises dans le tableau (15). La fonction s sera équivalente à une somme 
de produits de la forme 


KK, 


K désignant une fonction alternée par rapport aux suites comprises dans 
le tableau (14), et K une fonction alternée par rapport aux suites com- 
prises dans le tableau (15 ). 


Démonstration. On prouve aisément que, si deux fonctions entières de 
plusieurs variables x, y, z,... sont égales entre elles, pour toutes les valeurs 
possibles, ou même seulement pour toutes les valeurs entières attribuées 
à ces variables, les coefficients des puissances semblables de x, y, z,... 
et des produits des puissances semblables, seront égaux dans les termes 
correspondants des deux fonctions développées suivant les puissances 
entières de x, y, 2,.... (Voir l'Analyse algébrique, chap. IV, page 97.) 
Par suite, si deux fonctions entières de plusieurs variables x, y, z,... 
sont égales entre elles, au signe près ,. mais affectées de signes contraires 
pour toutes les valeurs possibles, ou seulement pour toutes les valeurs 
entières attribuées à ces variables, les coefficients des puissances semblables 
de æ, y, Z,.... et des produits des puissances semblables seront 
égaux , au signe près, mais affectés de signes contraires, dans les 
termes correspondants des deux fonctions développées suivant les puis- 
sances entières de x, y, z,.... Cela posé, concevons que la fonction s, 
étant alternée par rapport aux suites comprises dans le tableau (14), et 
par rapport aux suites comprises dans le tableau (15), soit développée 
suivant les puissances ascendantes des variables comprises dans le ta- 
bleau (14). Chaqué terme du développement sera de la forme 


à , D : ; FU F1 
Ke L'ETÉ IRSNITL e E 
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a, b,..., f, g,..., i, j,..., désignant des nombres entiers, et le coeffi- 
cient K une fonction des seules variables comprises dans le tableau (15). 
D'ailleurs, en vertu de ce qu’on vient de dire, puisque la fonction s chan- 
gera de signe, en conservant, au signe pres, la même valeur, quand on 
échangera entre elles deux des suites comprises dans le tableau (15), ou, 
ce qui revient au même, deux des lettres x, y, z,..., le coefficient K jouira 
de la même propriété. Ce coefficient sera donc une fonction alternée par 
rapport aux suites comprises dans le tableau (15). De plus la fonctions, 
étant alternée par rapport aux suites comprises dans le tableau (14), devra 
renfermer avec le produit 


a b Le FT CAR | 
NAN MEN SN Te 


tous ceux qu'on peut déduire à laide d’un ou de plusieurs échanges 
opérés entre les suites que renferme le tableau (14), ou, ce qui revient au 
même, entre les lettres x, y, z,..., chacun des nouveaux produits étant 
pris avec le signe + ou le signe —, suivant qu'il se déduira du premier 
par un nombre pair ou par un nombre impair d'échanges. Enfin les nou- 
veaux produits, étant ajoutés au premier, fourniront une somme de la 
forme 
A mt CR ET CE ARR 


par conséquent de la forme 
| KK, 
la valeur de À étant 


(16) ES EC A en PE AH) RE 


Or cette dernière valeur de Æ sera évidemment une fonction alternée par 
rapport aux suites comprises dans le tableau (14). 

Les propriétés des fonctions alternées forment l'objet spécial , non-seu- 
lement d'un paragraphe du chapitre III de mon Analyse algébrique, im- 
primée en 1821, mais aussi d'un Mémoire publié par M. Jacobi dans le 
XXI° tome du Journal de M. Crelle (4° Cahier, 1841). 
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MÉMOIRE 


SUR 


LES SOMMES ALTERNÉES, 


CONNUES SOUS LE NOM DE RÉSULTANTES. 


S 1°. Propriétés diverses des résultantes. 
Soit 
LAINE) 


une fonction quelconque de n variables 
 , ŸP Z, .. , 


et ajoutons à cette fonction toutes celles qu'on peut en déduire par la 
transposition des variables, ou, ce qui revient au même, par un ou plu- 
sieurs échanges opérés chacun entre deux variables seulement , chaque 


nouvelle fonction étant prise avec le signe + ou avec le signe —, suivant 
qu’elle se déduit de la premiere à l’aide d’un nombre pair ou impair de 
semblables échanges. La somme s ainsi obtenue sera la somme alternée 


que nous représentons par la notation 
SITE 712 0) |. 
On trouvera, par exemple, en supposant 2=2, 
s = f(x, 7) — [(7, x); 
en supposant 7 —3, 
S—f(x. 7, z)—f(x, 2,3 }+É(r; ne) x)—{(7; ee z) + x, )- (27; x), 


CLONES 


( 16r }) 


Concevons maintenant que la fonction 
gl 28 PR 


se réduise au produit de divers facteurs dont chacun renferme une seule 
des variables 
US 9 JP Z ? .. s 


en sorte que l’on ait, par exemple, 


(2, 7 2,.) = (x) XD) (2). 


Alors, pour obtenir la somme alternée 


(1) s = S[Hp(x)x(r)4(:).], 


il suffira de construire le tableau 


| ES CES BORA DIRES 


etc. 


composé d'autant de termes qu’il y a d'unités dans le carré de n, puis de 
chercher tous les produits que l’on peut former en multipliant l’un par 
l'autre n termes de ce tableau, dont un seul appartienne à chaque colonne 
verticale, et'un seul à chaque ligne horizontale, puis enfin d'ajouter tous 
ces produits, pris tantôt avec le signe +, tantôt avec le signe —, suivant 

22 £ : . . ° 9 / . 
qu'ils se déduiront, par un nombre pair ou impair d'échanges , du produit 


p(x)x(r)4À(z)… 


formé avec les termes qui occupent l’une des diagonales du tableau. Les 
sommes de cette espèce sont celles que M. Laplace a désignées sous le nom 
de résultantes. Si, pour fixer les idées, on pose successivement 


TAPIE = 0 53 


la résultante s des termes que renferme ie tableau (2) deviendra, dans le 
premier cas, 


(3) S = P(X)X x) — 2(r)x x); 
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dans le second cas, 


s—p(x)x(r)d(2)+e(r)x(z) d(x)+e(z)x(x)d(r) 
(4) Dit 3) d(r)—P(r)x (x) d(z)—9(z)x(r)d (x), 
etc rit. 


Les formes des fonctions désignées par 
DITIN TITI MT IRPRELE 
étant arbitraires, aussi bien que les variables 


D 'ANE AEARENS 


permettent aux divers termes qui composent le tableau (2) d'acquérir des 
valeurs quelconques. Substituons en conséquence à ces divers termes des 
variables quelconques, et représentons ces variables à l’aide de lettres 


diverses 
DOME EN ATE 


affectées d'indices différents 
O, Le Does Po le 


dans les diverses lignes verticales. Alors, au lieu du tableau (2), on ob- 


tiendra le suivant 
DAT AM eee 


Jordan Nasrett Vars 


(5) N Zo» Z,, De le s FRET: 

(LRT SLA PER AT GS eS RL 
et la résultante s des termes compris dans ce dernier tableau sera 
(6) Cp Le nr on À 4 ir DORA ALUITE 


Pour obtenir cette résultante s, on devra construire non-seulement le 


produit 
X, Ÿ'i Za : Q A EM 


qui renferme tous les termes situés sur une diagonale du tableau dont il 
s'agit, mais encore tous les produits que l’on peut former en multipliant 
l’un par l’autre 7 termes, dont un seul appartienne à chaque ligne ver- 
ticale du tableau, et un seul à chaque ligne horizontale ; puis ajouter entre 
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eux tous ces produits, pris les uns avec le signe + , les autres avec le 
signe —, suivant qu'ils se déduiront du produit 


Lo vin Zn li, 


à l’aide d’un nombre pair où impair d'échanges opérés entre deux des 
lettres 
0" Ye CI 


Cela pose, il est clair qu’un seul échange opéré entre deux lettres, x et y 
par exemple, transformera, dans la résultante s, les termes qui étaient af- 
fectés du signe + en ceux qui étaient affectés du signe — , et réciproque- 
ment. Donc, après un semblable échange, la résultante s se transformera 
en une autre résultante égale à —s. Au reste la même conclusion peut 
immédiatement se déduire de cette seule considération que la résultante s 
est une fonction alternée par rapport aux diverses suites horizontales du 
tableau (5). On déduit aussi de cette considération le théorème que nous 
allons énoncer. 

1% Théorème. Si, dans la résultante s formée avec les diverses variables 
que renferme le tableau (5), on remplace une lettre x par une autre 
lettre y, sans remplacer en même temps la lettre y par la lettre x, on 
obtiendra, au lieu de cette résultante s, une somme précisément égale à 


Zéro. 
*/)émonstration. En effet, la somme obtenue aura la propriété de ne pas 
changer de valeur en changeant de signe, et cette propriété ne convient 
qu'à une somme identiquement nulle. 
Les diverses variables 


Los List Lnt it Ve) ro EP het SU S, JA OZ OURS ÉD PEN SERBE 


étant représentées, dans chaque ligne horizontale du tableau (5), à l’aide 
d'une seule lettre affectée d'indices divers, et dans chaque colonne verti- 
cale du même tableau, à l’aide de lettres diverses affectées d’un même 
indice , il est clair que, pour opérer un échange mutuel entre deux lettres 


du produit 
Lo Va 2: - las 


ou entre deux lettres des produits semblables qui composeront {a résul- 
tante s, il suffira d'opérer un échange mutuel entre les andices dont ces 


deux lettres seront affectées. Donc la résultante s ne sera point altérée, si, 
DH 
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dans le tableau (5), on transforme les lignes horizontales en lignes verti- 
cales, et réciproquement, c’est-à-dire, si au tableau (5) on substitue le 


suivant. 


Los Jos Zoe... » Lo) 
Li Ji Zigese.s li, 
(7) Los Ja Zn... Us, 


Lai Fais Zn—yse LR 


Observons encore qu'il est facile d'établir la proposition suivante. 

2° Théorème. Si, avec les variables comprises dans le tableau (5), on 
forme une fonction entière, du degré 7, qui offre, dans chaque terme, 
ñ facteurs dont un seul appartienne à chacune des suites horizontales de 
ce tableau , et qui soit alternée par rapport à ces mêmes suites, la fonc- 
tion entière dont il s’agit devra se réduire, au signe près, à la résul- 
tante 5. 

Démonstration. Dans l'hypothèse admise, chaque terme sera de la forme 


De me HR PAS A 
chacun des indices 
Ab FC. 


désignant l’un des nombres 
O, I, 23e. JOEL 


et, comme à chaque terme on devra joindre tous ceux qu’on en déduit à 
l’aide d’un ou de plusieurs échanges opérés entre les lettres x, y, 3, .…, 
chaque nouveau terme étant affecté du même signe que le premier ou 
d'un signe contraire, suivant que. le nombre des échanges sera pair ou 1m- 
pair, la fonction entière que l’on considère se réduira nécessairement où 
à une somme alternée de la forme 


(3) US (ar rs 246 ti]; 
dans laquelle on pourra supposer les indices 
db CL, 


rangés d'après l’ordre de leur grandeur, ou à un polynome résultant de 
l'addition de plusieurs sommes de cette espèce. D'ailleurs la somme (8) s’é- 


( 165 ) 1 


vanouit, toutes les fois que dans le produit 


A, Jr LE SE LA 


deux lettres diverses, par exemple x et y, sont affectées d’un même 
indice 
CU D 


puisque alors deux termes qui se déduisent l’un de l’autre, à l’aide d’un 
échange opéré entre ces lettres, sont égaux, au signe près, mais affectés 
de signes contraires, et qu'en conséquence deux semblables termes se 
détruisent mutuellement. Donc, pour que la somme (8) ne s’évanouisse 
pas, il sera nécessaire que les indices 


D DS CARE le 


soient tous différents les uns des autres, et que ces indices, rangés d'apres 
leur ordre de grandeur, deviennent respectivement égaux aux nombres 


0, I, 24e der nn — 1. 


Mais alors la somme (8) se réduira précisément à la résultante s. Donc 
une fonction entière des variables comprises dans le tableau (5), lors- 
qu'elle remplira les conditions énoncées dans le théorème 2°, se réduira 
toujours à l’une des résultantes 


+, —5. 
Considérons maintenant, outre les variables 
RE PORT ne le ne AU Na na Nes EG igberd ln à 3 
comprises dans le tableau (5), d’autres variables 
Xos Xrpees Xn—15 Yo Yes Ya—rs Zos Zigonep Znmyees Los Trpvees Car) 


que nous supposerons indépendantes des premières, et distribuées en 
plusieurs suites, comme l'indique le tableau suivant 


AI Re PHARES CURE 


Joie Vas... Ya=rs 


(9) Zo; Zi Las.) Zni 
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Désignons d’ailleurs par la notation 

eee à) 
la somme des produits de la forme 


Lh; Xh; 


en sorte qu'on. ait 
(r0) (x, x) ie Lo 30 ou Ds Xi Xi a Poute + Lui Xn-i 


et, par des notations semblables, les sommes du même genre qu’on ob- 
tient en substituant à la lettre x l’une des lettres y, z,..., £, ou à la 
lettre x l’une des lettres y, z,..., t. Enfin nommonss la résultante for- 
mée avec les divers termes du tableau 


NE SN AE A PET UN A PAU AN EURE je 
(7, x), (rs y) Cr 2h, (7, t), 
(11) (2, +), (2, ÿ), G&, 2), 23 (av), 


M Le GS MERE AE À RANCE 
en sorte qu'on ait 
(12) SZS[Æ (x, x) (y, y) (2, 2)... (6, t)]. 


La résultante $ aura la propriété de changer de signe en conservant , au 
signe pres, la même valeur, quand on échangera entre elles ou deux 
des lettres 

SC UD 2 


ou bien encore deux des lettres 


elle sera donc une fonction alternée, non-seulement par rapport aux suites 
que renferme le:tableau (5), mais aussi par rapport aux suites que ren- 
ferme le tableau {9). Donc, en vertu du 2° théorème du Mémoire précé- 
dent , la résultante 8 sera décomposable en produits de la forme 


"EAU 


P étant une fonction alternée par rapport aux suites que renferme le ta- 
bleau (5), et P une fonction alternée par rapport aux suites que renferme 
le tableau (9). Il y a plus : d’après la formation des sommes représentées 


( 167 ) 
par les notations 
(x, x), (ts, hs (Ps Ye. 


il est clair que chaque terme de la fonction alternée P ou P'sera le pro- 
duit de » facteurs dont un seul appartiendra à chacune des suites hori- 
zontales comprises dans le tableau (5; qu (9). Donc, en vertu du 2° théo- 
rème [page 164], la fonction alternée P, quand elle ne sera pas nulle, 
se réduira , au signe près, à la résultante s déterminée par la formule (6). 
Pareillement, la fonction alternée P, quand elle ne sera pas nulle, se ré- 
duira , au signe près, à la résultante s, déterminée par la formule 


(13) SN NN PC au E 


Donc le produit 
PP, 


quand il ne s’'évanouira pas, se réduira, au signe prés, au produit 


ss. 
Donc ce dernier produit représentera la résultante 8, au signe pres, et 
même eu égard aux signes, attendu qu'il renfermera, comme la résultante s, 


le produit partiel 


Lo Pr Zune V0 R6) Yi 128 1 Tai » 


pris avec le signe +. On peut donc énoncer la proposition suivante, que 
j'ai donnée pour la première fois dans le 17° Cahier du Journal de l'Ecole 
Polytechnique. [Voir aussi dans le même Cahier un Mémoire de M. Binet.| 


3e T'héorème. Si l'on se sert des notations 


(x, x), (æ, 3); (7 y), 


pour représenter les sommes que détermiment l'équation (10) et autres 
semblables, la résultante S des divers termes compris dans le tableau (r1) 


sera le produit des résultantes 
s ets 


respectivement formées avec les divers termes des tableaux (5) et (0), en 
sorte qu'on aura 
(14) Si St 


Nous observerons, en terminant ce paragraphe, que chacune des ré- 


(168 ) 


sultantes 
S, So 9 


prend une forme digne de remarque, lorsque, dans chacun des tableaux 
(5) et (9), on transforme en exposants les indices 


0; 1, 23 3,..., N—1, 

écrits au bas des lettres 

rÉUpr Est HUE 
ou 

X, Vs Zi...) Le 

Alors, en effet, la résultante s, déterminée par la formule 
(15) Si S EC TEMPLE CE: 
devient une fonction alternée des variables 

CN ASTON 
Elle est donc divisible par le produit 
(16) (æ— y) (æ—2)... (y —3).:., 
ou , ce qui revient au même, par le produit 
(17) (y—x) (z— x)... (z2— 7)... 
de toutes les différences que l’on peut former avec les termes de la suite 

CV RES RE HUE s 


en retranchant successivement de chaque terme celui qui le précède. 


D'ailleurs le degré de la fonction s déterminée par la formule (15) est 
représenté par la somme 


DER M DA Pen UE 


2 


et par conséquent égal au nombre des différences calculées, ainsi qu’au 
degré du produit (17). Done la résultante s, divisée par le produit (17), 
donnera pour quotient une constante. Enfin, comme le produit 


ne y Ai VA: it in: Li AONTIe 


qui se trouve pris avec le signe + dans la valeur de s, est en même temps 
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le produit partiel formé avec les premiers termes des binomes 
A — Lo is 9 Dit M ae se 


qui entrent comme facteurs dans l’expression (17), la constante dont il 
s’agit devra évidemment se réduire à l’unité. On aura donc 


(18) = (rx) (2x). (ar), 

et par suite 

(Go) eS [Ex pis. x) (sm) (sr). 
On trouvera de même 

(20) S[—Æx° y'2°..0 tm ]=(y—x) (2x)... (2—7y)... 
De plus, en supposant les notations 


(x, x), (x, y),..., (7); 
définies par la formule 
(21) Ge, x) +axpatxt te. partans 
et autres semblables, on tirera de la formule (14) 


S(Æ(x,x) (77) (2,2)..(4,0)] 


ED À = —a)(a— a) (ane) x) (y) 


: Enfin, puisque l'équation (21) peut être réduite à 


I L”,2" 
2 L, X) = ——— 
(23) (x, x) I—xXXx ? 
la formule (22) pourra évidemment s’écrire comme il suit 


s[æ+ b AQU ant 2 purs zr FPE | 


nr À PS LEE EN A JE 00:7 1I—tit 


= (y—x)(2—x)...(z—y)...(y—x)(z—x)...(z—7y).. 


" 


$ II. Emploi des résultantes dans la résolution des équations linéaires. 


Soient données entre z inconnues 


Ly Pr Zyvr.t 
(Ex. d’An. et de Ph. math., T. 11, 47€ livr.) 29 
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n équations linéaires de la forme 


GoL 0 P HN CoZ EE AU—=KS 
a, X + b, y + CENT en M Lt %k:, 
(:) a,x+ By Cort. hRtEk,, 


(4 ENT HS LS ET à on C2 + . + h,_t FH Met 


La résolution de ces équations pourra se déduire immédiatement d’une 
propriété de la résultante formée avec les coefficients 


(2) dy) by, Ca) cs ne, 


nas EEE Cris: 4; à ag 


par lesquels les diverses inconnues s’ÿ trouvent respectivement multi- 
pliées. En effet, soit K cette résultante, dont la valeur est donnée par la 


formule 
(3) KES DEC ND RENTREE 
et soient 
ASS HAS ASE CVAPUNE 
les coefficients respectifs des quantités 


lo) di, a ,; QE OR À nr 
dans la résultante K. 


Fe a A À ,, APR CE] AP 
représenteront des fonctions des seules quantités 


br Co) 2 AT ER 
DAMMEUS, DE TS 
LA Ca; a à 4, ne 


ND Ie 1e ot el»: ele ne 


Dre (Gas ... h 


D'ailleurs, en vertu du théorème 1° du ( précédent, la résultante K se 
4 . \ = 
trouvera réduite à une somme nulle, si l’on y remplace la lettre « par 


Ci71) 
une autre lettre b, sans remplacer en même temps b ‘par a. On aura donc 
non-seulement 


A,a;,+A,a, +A,a,+...+A,_,a,_,—=KkK, mais encore 
A,b. HA bb HA, ,b, +... +A,_, b,_, —=o, et de même 
(4) ice +A,c, +A, (ES CARE Le. DENT Er ee 


UN RS NOR Neo) 0 Fete sut lie “6 de: Ke le llisth a lobe Def De) 7 tre nn à 


AshoHA,h, HA .hk, +... HA, h,., =. 


Cela posé, concevons que l’on combine entre elles par voie d’addition les 
équations (1), après les avoir respectivement multipliées par les facteurs 


AUS A TILTES .….) 1 NE 
et posons, pour abréger, 
6 NUE NS  'TRANE LU LL 


Cette opération suffira pour éliminer les inconnues y, z,... de l’équa- 
tion résultante qui se trouvera réduite à 


Ka Rx 
et donnera pour valeur de x 
X 


D'ailleurs la valeur de X, déterminée par la formule (5), est évidemment 
ce que devient la valeur de K donnée par la première des formules (4), 
quand on y remplace la lettre a par la lettre 4. Donc, puisqu'on a 


EE SC A SN OST 
on aura encore 


DR EMA Ne AA 


et la formule (6) pourra s’écrire comme il suit 


DOC CE SPIP | à 
AR CT RTE RER | On aura de même 
AS ie CHIC E 
(7) 1 ere S SPA EL 
, — SItabc, DAT OT 
M CES OpERKATD ENN IS." 


24. 


(172) 
En résumé, les valeurs de 
LPS LS 


tirées des équations (1), se présenteront sous la forme de fractions, et 
seront respectivement 


X Y Z L 
(8) LÆ= gr SK: 2 —= Kg = y; 


le dénominateur commun K des diverses fractions désignant la résul- 
tante des coefficients que renferme le tableau (2), et les numérateurs 


XSAUY A V7 ENNET 


étant ce que devient le dénominateur quand à la lettre À on substitue 
successivement les lettres 


Observons d’ailleurs qu’en vertu de la formule (5) et autres semblables, 
les équations (8) pourront s’écrire comme il suit 


LE db Ac ko + A,k, + SR + À ni nt 


K , 

NBA ROBNEIENT + B,_,4k,_, 

V4 or K ; 

(o) NC NE PEAR ER er Ua te 
DT OR RE CE EM ET LE 


M 2e 
les termes qui composent le tableau 
AL 26 os , He 
: À SAMBA UE IAE 
(10) AS Be LS D H# 


étant les coefficients respectifs de ceux qui composent le tableau (2) dans 
la valeur de la résultante K. Ajoutons que ces divers termes se trouveront 
liés entre eux par n° équations semblables aux formules (4), et dont le 


(195) 

système sera 
AG PR DRE = R AE Eee RARE =0, 2, À hote +A,_, h_0, 
) B, Age + But An1—9 ; Bs0,+...+B,, HR, #4 3 B, h+..+B ha_1=0 ; 
I 
KFe ao+...+H,_, 4,_,—=0, H, b+...+H,., rate CHRSRIE +... +H,_, REY À 
Or, en vertu des formules (11), et du 3° théorème du & [°", ja résul- 
tante K” des 2° termes compris dans le tableau 

RS OMR Oo 

HN NGN ao, 


Le) CRT . CT TE NA PE NE) 


ON OR OMS 1e 
sera évidemment égale au produit de la résultante K par la résultante 
S'ÆAGBEG, EX AE 


des termes compris dans le tableau (10). On aura donc 


(13) A Con me: ON PAU à à AC S EN NL 


Cette dernière formule est aussi l’une de celles que j'ai données dans le 
17° Cahier du Journal de l'École Polytechnique. 

Observons encore que chacun des termes du tableau (10) est lui-même 
une résultante. Ainsi, en particulier, à inspection seule de la formule (3), 
on reconnaît immédiatement que le coefficient de a, dans K, savoir A,, 


se réduit à 
(14) A = S[—Hb,c,... hi]. 


En d’autres termes À, est la résultante des termes du tableau 


(15) 


que l’on obtient en effaçant, dans le tableau (2), la première ligne ho- 
rizontale et la première ligne verticale. 
Dans le cas particulier où les indices 


0, 1, 23... FUME 


(#0) 
placés dans le tableau (2) au bas des lettres 
ADN CRAN PA 


se changent en exposants, les équations (1) se réduisent aux suivantes 


(16) 
aix + by Æ CZ HE NH RTE = ANT; 
et, en vertu de la formule (19) du $ I*, les valeurs de 


Ly Ps Zoe. Lo 


fournies par les équations (7), donnent, après la suppression des facteurs 
communs aux deux termes de chaque Action ; 


LE RAM) LATE à) 


__ (a—k)(e—k) ... (h—R#) 
(17) JAN Aie mL) 
Dieter (De (ex) 


7 (a—h)(b—Rh) ... (g—h) 


Si lon ne supprimait pas les facteurs communs aux deux termes de chaque 
fraction , alors des valeurs de 


Ly Vs Zyr.s dl, 


propres à vérifier les formules (16), on déduirait aisément les valeurs de 
X, Y: Z,.…,t propres à vérifier les formules (2); et, pour retrouver par 
exemple la première des équations (7), il suffirait de développer, suivant 
les puissances de 


HEND DCE OURS 


les deux termes de la fraction 


__(b—Rk)(c—R%) ... (h—k)(c—b) ... (h—b) ... (h—g) 
(18) æ (b—a)(c—a)... (h—a)(c—b) ... (h—0Db) ... (h—g)’ 


puis de remplacer, dans les développements obtenus, l’exposant de chaque 
lettre par un indice. Sous cette condition, PTE (18) pourrait être 
considérée comme une formule symbolique propre à représenter la valeur 


de x tirée des équations (1). [ Voir l'Analyse algébrique, chap. 3, $ 2.] 


( 195) 


Concevons maintenant que 7 variables 
LC, Vs Zoe. t 
se trouvent liées à 2 autres variables 
X,0Y12 3 + 0 NT 


par 7 équations linéaires de la forme 


HU Dot NEC AL 0 EU AE NE 
A, X + b, y + C,Zz2 +. cb RE a 
(19) aaxL + By + c,2+ NN 2, 


Il suffira de résoudre ces équations par rapport aux variables 
ANT NE 
pour obtenir 7 autres équations linéaires de la forme 
LT = Aa,x Ha, y FH A,2 + :.. Ha, it, 
Ff=b,x + b,y + b,z + ... + b, t, 
(20) {2 = C,X + Ciy + cz +... + ct, 


SU SDS TT ed ne et Je de Della eron, He) meilier Lette Pre fTu. 


t—=hx+h,y+h,z +... + h,_t. 


Les seconds membres de ces dernières équations devant être précisément 
ce que deviennent les seconds membres des formules (9), quand on y 
remplace 


par 


il en résulte que les coefficients 


A; ; d;:; À) LR _ALX) dr) 
b., b,, b,, ..., b._;, 
(21) CRC ACRUUUI EEE; 


a le Ta Morte Mer TE CAS ele Etre 


3 POLE: EYO A R ERREURS 


doivent se réduire aux quotients qu’on obtient en divisant par la résul- 


( 176 ) 
tante K les divers termes du tableau (10). Donc les formules (11) entrai- 
nent les suivantes 


aa. + hh=i, dat. —+ hhi=o, …, aca, +... bn =;—0, 
(22) a,a—+...—+ hh,=o, a,a,+..hwhihsnuu,ira au, HEnbhihez=o, 


Any dote thn_1 Ro==0, an_1 ait. Hhyn h,=o, as en +... ht. 


Au reste on arrive directement aux formules (22) en substituant dans Îles 
équations (19) les valeurs de x, y, z,...,t tirées des formules (20), et 
observant que les nouvelles équations ainsi obtenues doivent être iden- 
tiques, c’est-à-dire, qu’elles doivent subsister indépendamment des valeurs 
attribuées aux variables x, y, z,...,4. 

Il suit des formules (22), jointes au 3° théorème du $ I°, que la résul- 
tante 1 des 2° termes renfermés dans le’ tableau 


D ALOIO eNrDS " 
à: 
(23) 0,10 41e: #00: 
D ND ONE SNS 


est égale au produit des deux résultantes 

Sabre SEA D CRPE Een IR 
des termes que renferment les tableaux (2) et (21). On aura donc 
(24) STE 'ai be NO NIIS Ra bic ah Mere 
et l’on peut énoncer la proposition suivante. 

Théorème. Si, n variables 
ASE EME 

étant liées à 2 autres variables 


X, Y, Zy...,t 


par z équations linéaires, on suppose les unes exprimées en fonctions li- 
néaires des autres, et réciproquement ; les deux résultantes formées avec 
les coefficients que renfermeront ces fonctions linéaires dans les deux 
hypothèses, offriront un produit équivalent à l’unité. 


( 3770) 


MÉMOIRE 


SUR LES 


FONCTIONS DIFFÉRENTIELLES ALTERNÉES. 


$ I. Considérations générales. 


Une expression qui renferme les différentielles ou les dérivées d’une ou 
de plusieurs fonctions différentiées par rapport à une ou à plusieurs 
variables, est ce qu’on peut nommer une fonction différentielle. Si cette 
même expression change de signe en conservant, au signe près, la même 
valeur, tandis qu’on échange entre elles deux quelconques des variables 
qu’elle renferme, elle deviendra ce que nous appellerons une fonction 
différentielle alternée. Parmi les fonctions de cette espèce, on doit par- 
ticulièrement remarquer certaines résultantes, dont j'ai déjà parlé dans 
le 19° Cahier du Journal de l’École Polytechnique [pages 536 et suivantes], 
et dont je vais m'occuper encore quelques instants. 

Soient 

LC, Ps Zos., L 


n variables indépendantes entre elles, et 


n autres variables liées aux premières par 2 équations linéaires ou non 
linéaires. On pourra considérer 


RUY he L 
comme des fonctions des variables indépendantes 
T , Jr Ze . s t , 


et calculer, dans cette hypothèse, les dérivées du premier ordre qui for- 
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ment les divers termes du tableau 


DA ND PR SD IR ND;xS 
Da RAP D, y; op? D, y, 
(1) DZ D 7 Abc SD,7; 


DS D PDU DA. 
Cela posé, concevons que, suivant les conventions adoptées dans le pré- 
céaent Mémoire, on se’serve de la notation 
(2) SE DAND/D,z 4,0 ce D/t] 
pour indiquer la somme faite du produit partiel 

D,x D,yD,z «41.Dit, 


et de tous ceux dans lesquels il se transforme , quand on échange entre 
elles, une ou plusieurs fois de suite, les variables 


ca Lee dar 2 


prises deux à deux, en changeant chaque fois le signe du produit obtenu. 
L'expression (2) sera tout à la fois la résultante des termes compris dans 
le tableau (1), et ce que nous appelons une fonction différentielle al- 
ternée, Observons d’ailleurs que, pour déduire les uns des autres les divers 
termes de cette résultante , il revient au même d’échanger entre elles, ou 


les variables 
DAT ET Le: 
ou les fonctions 
Xy Yo Zoo... À 


En vertu des n équations de condition que l’on suppose exister entre 
les deux systèmes de variables à 


CL, Ps Zoo Lo et XV, taste be 


on peut à volonté ou considérer, ainsi que nous venons de le faire, 


comme des fonctions données des variables indépendantes 


LS Tr EST TI 


(179 ) 
ou, réciproquement, considérer 
CAN ARE TRES EE 
comme des fonctions données des variables indépendantes 
DTA TRS ete 


Dans cette dernière hypothèse, la résultante formée avec les termes du 
tableau 

AD RS D A ee Then 

D,y, D,r, D,r, ..., Dr, 
(3) DES OP2PE DZ  EUD T2 


et représentée par la notation 
(4) SD PR Dre Dar eMDEET 


serait une fonction différentielle alternée par rapport aux variables indé- 
pendantes x, Y, Z,..., t. Oril existe entre les résultantes (2) et (4) 
une relation remarquable, et que l’on peut aisément établir comme il suit. 

Soit ® une fonction quelconque des variables x, y, Z,.., £, ou, ce qui 
revient au même, des variables x, y, z,.., t. On aura, en considérant 
d’abord ® comme fonction des variables x, y, 3...., #, 


(5) d@ =D, dx + D,9 dy +D,?dz+...+D,9 dt; 
puis, en considérant @ comme une fonction des variables x, y, z,..,t, 
(6) de =D, dx +D,0 dy+D,®dz+...+D,@ dt. 


Si, dans la formule (5) on remplace successivement @ par chacune des 
variables 


X, V, Z,..., 
considérée comme fonction de x, y, z,..., €, on trouvera 


dx = D,x de + D,x dy +D,xdz+... + D,x de, 
dy = D,y dx +D,y dy + D,y dz+4+.,, + D,y de, 
(7) dz =1),z dx + D,2 dy + D,z dz +... + D,z dt, 


É,fhpristis). AE CDR Are lR L . . . . . L] 


dt = D,tdx + D,tdy + D,t dz +... +D,tdt. 


( 180 ) 


Pareillement, si, dans la formule (6), on remplace successivement la 
fonction @ par chacune des variables 


DAME (EE ec iL, 
considérée comme fonction de x, y, z,..., t, on trouvera 
dx =D,xdx+D,xdy+D,xdz+...+D;x dt, 


dy =D,7 dx +D,y7dy+D,ydz+...+D:ydt, 
(8) dz =D,zdx+D,zdÿ+D,z di+...+D,z dt, 


Stettée ee | re4he 07e MOT a die ON, Pet nn SN er BOSS TRUSTE ST Ne ta Nix Lee 


dt =D,t dx +D,1 dy HD,t dz+4+...ÆHD;t dt. 


Les formules (7) et (8), qui fournissent le moyen d'opérer un changement 
de variables indépendantes, quand on s'arrête aux différentielles du pre- 
mier ordre, doivent certainement s’accorder entre elles. Donc les équa 
tions (7) deviendront identiques, si l’on y substitue les valeurs de 

dx, dy side, 8 3edt 
tirées des formules (8). Cette seule considération fournit immédiatement 
n* équations diverses, dont les unes, en nombre égal à x, sont de la 
forme 
(a) D,xD,x+DxD,y+DxD,2+...+D;xD,t=:1, 
tandis que les autres, en nombre égal à 7°—n, sont de la forme 
(10) D,xD,xæ+D,xD,y+D,xD,3+...+4+D;xD,{=o. 
D'ailleurs, comme les formules (7) et (3) servent à exprimer les différen- 
tielles 

LOU, ldz:,- "Cut 


en fonctions linéaires des différentielles 
ERA RENAN Fe 


et réciproquement, on conclura du théorème énoncé à la page 176, que 
les résultantes formées avec les termes des tableaux (1) et (3), c’est-à-dire, 
les expressions (2) et (4), fournissent un produit équivalent à l'unité. On 
aura donc 

(11) S[HD,xD,yD,2...Dt] S[ÆDæ D, y D,2...Dié]æ 1. 


La formule (11) ne diffère que par la notation d’une formule déjà connue. 
[ Voir un Mémoire de M. Jacobi, inséré dans le Journal de M. Crelle, 1841, 


page 337.] 


( 181 ) 


Non-seulement les résultantes (2) et (4) se trouvent liées entre elles par 
la formule (11); mais de plus chacune de ces résultantes peut être expri- 
mée par le rapport de deux autres. En effet, représentons par 


(12) Der 0) (IX Eos 0 
les n équations en vertu desquelles les x variables 

6 ER ANR 
se trouvent liées aux 7 variables 

XS eV Zones 
En différentiant la première des équations (12), on trouvera 
(13) D,0.dx+...+D,0.&+D,®.dx+...ÆD,0.dt = 0; 
puis, en substituant dans la formule (13) les valeurs de 

dxradyie sci: 

tirées des formules (7), on obtiendra une équation qui devra être iden- 


tique, et donnera par suite 


— Db=D,D,;x+<D,dD,y+...+D,.00D,t, 
(4) — D,®—D,dD,x+D,2D,y+...+D,00D,t, 
14 

— D,® =D,8Dx+D dD,y+...+D,d0D,t. 


Or de ces dernières formules, et de celles qu’on en déduit en remplaçant 
la lettre ® par l’une des lettres X, #,..., Q, il résulte que les divers ter- 
mes du tableau 
1) A LN LA NS ée  À 
D,®, D,X, D,Y,...,D 
(15) D.®, D,X, D,Y,...,D, 


D/6.,, DXE D IL 2. D, Q 


pris chacun avec le signe —, se trouveront liés à ceux du tableau (1) et 


DDhLD.:X D, Yu, 


du suivant 


(16) 


sil Let Si ea) eme Détfe ose Mol ren oAkes 


( 182) 
par des équations semblables à la formule (14) de la page 167. Donc, en 
vertu du théorème 3 de cette même page, la résultante des termes qui com- 
posent le tableau (15), multipliée par (— 1)", sera le produit des résul- 
tantes des termes qui composent les tableaux (1) et (16). On aura donc 


(—:)"STÆD,®D,XD,+Y...DQ]— 
S[HD,x D,yD,z... Dt]S[HD,dD,XD,Y...D.Q|, 


et par suite 


(17) S[H Dex D,y Der. D Ue=( 1) Rp 
L’équation (17), en vertu de laquelle la résultante (2) s'exprime par le 
rapport de deux autres résultantes, a encore été obtenue par M. Jacobi, 
dans le Mémoire déjà cité, page 344. Elle conduit à la formule donnée par 
M. Catalan pour la transformation d’une intégrale multiple, dans le cas où 
aux variables que renfermait cette intégrale on substitue d’autres variables 
liées aux premières par certaines équations. 

Si, dans la formule (17), on échange l’un contre l’autre les deux 


systèmes de variables 
Las Vobes ope  ÉAOELEXS IOTE ZE, CODE 


on obtiendra l'équation 


S[+D,œD,;XD,+...D.a] 


\ + DA — (— nm ORNE LT As he À. db à De 
GB) SE, 20,7 DEC Sn ep. Dal: 


en vertu de laquelle la résultante (4) s'exprime par le rapport de deux 
autres résultantes. En combinant entre elles, par voie de multiplication, 
les formules (17) et (18), on retrouve évidemment la formule (r1). 


S Il. Exemples. 


Considérons , comme dans le paragraphe précédent, z variables 


LC, PP A. 5 FA 
liées à z2 autres variables 
> 'ÉRA PALAIS a 


par n équations diverses; et supposons d’abord que ces équations soient 


( 183 ) 


de la forme 


= dX HOT + CZ +... + ht, 
PA C0 CC actioutt rt la bois 
(1) ZX +by +02 +... +ht 


td x + br + co, 290 Leponse 


Dans ce cas, les termes qui composeront le tableau (1) du $ I‘, seront 
précisément les coefficients 


ds) b;, Co: ? Rs 
di; b,, C,; ? #2 
(2) a; ; UE Co “207 hi 
| DOVE RIRD (EH à 
On aura donc 
(3) SD RDA Di 2 D tt STE ce bre tie, 0]. 


Concevons maintenant que les équations (1), étant résolues par rapport 
AC D) 2:01 darInent 


LT = Aa09Xx Hay + 2,2 + Fast, 
FT = Dix —- b,y —- b,z + + D,4,t, 
(4) Zz = C,;Xx —- CoY + C,Z + + Cu-rV) 


De Rat ln) ET De et lee en dilofhe Male #0 44 ef Ua 1 Je 


t = h,x Fh;y + h,z +... +h,it 
On trouvera encore 
(5) SSD D TD SL DANS LE à De Cha Fe 
D'ailleurs, en vertu # théorème de la page 176, on aura 
(6) SE RON PR NS EEE Do th, eu, 
Donc les formules (3) et (5) donneront, dans l'hypothèse admise, 
DURS ET RO DEV D: 208 D PSS REED D RS RCE ENST 


en sorte que l’on se trouvera précisément ramené à la formule (11) du 


NS IT. 


( 184 ) 
Supposons en second lieu que 

x ANS daLriet 
soient déterminés en fonction de 

DEP RE URL 
par des équations de la forme 
— À (x—a)(y—a) (z—a) ... (t—a), 
y = B (x—b)(y—b)(z—b) ... (t—b), 
(8) z= C(x—c)(y—c) (z—c) ... (t—c), 


pe J'e 11e js 3 “5 MU (a brie ete Totale ts, a MD ie rite ele da fe 


t—H(x-h)(y—h)(z—h) ... (t1—h). 


Il suffira de différencier par rapport à x, y, z,…., t les logarithmes des 
fonctions x, y, Z,... t pour obtenir immédiatement les termes du ta- 


bleau (1) du $ I‘ sous les formes suivantes. 


4 


x x x x 
x'— a" Ya z2—a? ’1— a? 
si Y + vd 
x—0? y—b z—0b? 7t— 0? 
(o) z z z z 
L'—c) re 2e UP Nc? 
t t t t 


On trouvera donc 
SHELL, 002 DCI 
we | A Le Co One sl 
ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (10) de la page 154, 
S'IEÉDRdD/y DPz Dit 


nin—1) l 
(Ma te = à (b—a)(c—a) ... (c—b) ... (y—x) (zx)... (—7).…. 
= (—1) x yet (æ-a) (x-b) (x-e).. (y-a) (7-b) (-c)...(z-a) (z-b) (2-0). 
Si dans la formule (11) on substitue les valeurs de x, y, z,.…., t, tirées 
des équations (8), on trouvera simplement 
(nya) 


(12) PS TD ED} D, 2. DLP DOME OT ANE, 
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les valeurs de P et de ® étant 


PE Ps 7 2 CU CONS ARS RTE ES EC 
; | ARR RE A CCE ES EAN DE CRT. 


On peut aisément des formules (8) déduire 7 autres formules dont 
chacune renferme une seule des variables 


DRAP NE Le 


En effet, posons pour abréger 


(14) f{r) = (r—a)(r—b)(r—c)...(r—kh}), 
et 
(15) F(r) = (r—x)(r—y)(r—32)...(r—6…). 


Chacun des rapports 
ÉLEM EUN 3 ALES) 


PR PONTS POINT OI td 


sera une fonction entière de r, du degré n— 1 , et dans laquelle le coeffi- 
cient de r"" se réduira simplement à l’unité. On aura donc par suite, en 
vertu d’un théorème connu, 


(16) Jù I ECr) En eur I Fr) 


FT (F(r)}h ere TP DE CRI] RUE 
Or la première des équations (16), pouvant s’écrire comme il suit, 


(a—y)...(a—t) 1), (by) 3. (b—t) LR te CR ON 
MENIR RES # (8) PNA FAR) A 


donnera, eu égard aux formules (8), 


DRE UIt ee Luc tre Je 1 LARLAE ILES pat 2214 NAS 
Af"(a) ra LIBC CE TN EP CAS ae A Gin 


On aura de même 


I X I Y k { t ee n—i 
(17) Nora RU dt EN Er SR far PRE 
CLIC N Er. 
et enfin 
I x L Y I tant ec UE 
DS PA TU Ne BU A il ter pd Te: 
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( 186 } 


En d’autres termes 
NOR 


considérés comme fonctions de 


représenteront les z racines de l'équation 


I X LI at 


L t s 
Cm e rer itr TC ee ed) 
résolue par rapport à r. 

En partant des formules (17), on déterminerait aisément la valeur de 
la résultante 

S[HD,xD,yD,z... Dit], 

et en appliquant à cette résultante les méthodes de réduction employées 
par M. Catalan, dans son Mémoire sur la transformation des intégrales 
multiples, on trouverait qu’elle se réduit, comme cela doit être, à Fu- 
nité divisée par le second membre de la formule (12). 

Si l’on supposait les variables 


RUN At CUVE 
déterminées en fonctions de 
LAN) LS REOUZ 
par des équations de la forme 
ÿ (x—a) (y —a)(3—a)...(t—a) 
(x—k)(Y—4k) (2— 4)... (t—R)? 


US A Coeur le dde LA Lam N DIE IE 00 
TE (x—k)(r—k) (z—Rk)...(1—4k)? 


Xe 


(19) Crete PV CON Carmel en 
mr (x—k) (7 —Rk) (z—#)... (t—Rk)? 
pe GR (ah). (th) 


COR EDICEIENEL 


alors , en opérant toujours de la même manière, on trouverait 


: a—k a—k 
D KI X (x — a) (æ—À) 3 D, XX (j—=a) (y —D , étc: ; 
b—k b—k 


D, y ccm D, y 


DOCRPANEEE, 


Ÿ œ—=5) (zh)? — Y(r=0b) YF 


CICR ENS 
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et par suite 


SX D, y Dame 
(20) | (a—k)..,.(a—R) le ——5 
RCE = marrer à ARE Eee rer Per eee EL 


ou, ce qui revient au même, 


( Dec Dex DM DEAR RUE 
(21) n(n—1) 


fa pure (a)... (h-}) @P 


(ah). (P) (œ=0) (æ-0)... (2h)... (ca)... (rh)? 


les valeurs de P, ® étant toujours déterminées par les formules (13). 
Si, dans la formule (20), on substitue les valeurs de 


y Yo Zoo À 
tirées des équations (19), elle donnera simplement 


S[ÆD,x D,y D,z...D,t] — 


(22) n(n—1) 


à (a—#k) (b—k)...(h—k) 
(—1) ROSE Li EE PEUT STRESS TRIER SE 


( 188 ) 


MÉMOIRE 


SUR 


LE RAPPORT DIFFÉRENTIEL 


DE DEUX GRANDEURS QUI VARIENT SIMULTANÉMENT. 


Les principes que nous allons établir dans le présent Mémoire, per- 
mettent de résoudre aisément un grand nombre de questions diverses, 
dont la plupart étaient ordinairement traitées par les méthodes que fournit 
le calcul différentiel. D'ailleurs, l’exposition de ces principes repose sur 
des notions tellement simples, qu’elles peuvent être introduites sans in- 
convénient même dans la Géométrie élémentaire, et dans l’Analyse 
algébrique. Tels sont les motifs qui nous ont portés à entreprendre la 
rédaction de ce Mémoire, en nous donnant lieu de croire qu’il rendra plus 
facile l'étude du calcul infinitésimal, et de celles des sciences mathéma- 
tiques qui sont intimement liées à ce même calcul. 


S 1%, Définilion et propriétés générales des rapports différentiels. 


Nous appelons grandeurs où quantités coexistantes deux grandeurs ou 
quantités qui existent ensemble et varient simultanément, de telle sorte 
que les éléments de l’une existent et varient, ou s’évanouissent, en même 
temps que les éléments de l'autre. Tels sont, par exemple, le volume 
d'un corps et la masse ou le poids de ce corps. Tels sont aussi le temps 
pendant lequel un point se meut, et l’espace parcouru par ce point. 
Tels sont encore le rayon d’un cercle et sa surface, le rayon d’une sphère 
et son volume, la hauteur et la surface d’un triangle ou d’un parallélo- 
gramme , la hauteur et le volume d’un prisme ou d’une pyramide, etc.…., 
la base et le volume d'un cylindre, etc. 

Des grandeurs ou quantités coexistantes peuvent d’ailleurs varier si- 
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multanément dans un ou plusieurs sens divers. Ainsi, par exemple, le 
volume d’un prisme ou d'un cylindre, dont la base est constante, varie 
avec la hauteur dans un seul sens. Mais, si l’on suppose la hauteur con- 
stante et la base variable, le volume pourra varier avec cette base dans 
deux sens divers. De même encore la masse d’un parallélipipède ou géné- 
ralement d’un corps quelconque, pourra varier avec le volume de ce 
corps dans trois sens correspondants aux trois dimensions de l’espace , etc... 
Cela posé, soient 


Avet PB 


deux grandeurs ou quantités coexistantes, qui varient simultanément dans 
un ou plusieurs sens divers. Concevons d’ailleurs que la grandeur B soit 
décomposée en éléments 


DRE PERD 


dont les valeurs numériques soient très-petites; et nommons 


les éléments correspondants de la grandeur Z. Enfin supposons que, l’un 
quelconque des éléments de la grandeur B étant représenté par b, et 
l'élément correspondant de la grandeur À par &, la valeur numérique de 
l'élément b vienne à décroître indéfiniment dans un ou plusieurs sens. 
L'élément a s’approchera lui-même indéfiniment de zéro; mais on ne 
pourra en dire autant du rapport 


SI 8 


qui convergera en général vers une limite finie différente de zéro. Cette 
limite est ce que nous appellerons le rapport différentiel de la grandeur 4 
à la grandeur B. Ce rapport différentiel sera d’ailleurs du premier ordre 
ou du second, ou du troisième, etc..., suivant que, pour lobtenir, on 
aura fait décroître l'élément b dans un, ou deux, ou trois,... sens dif- 
férents. 

Une des propriétés les plus générales et les plus utiles du rapport dif- 
férentiel est celle que nous allons établir. 

Concevons que l’on indique à laide de la lettre M, placée devant plu- 
sieurs quantités, une moyenne entre ces quantités , c'est-à-dire une quan- 
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tité nouvelle comprise entre la plus petite et la plus grande de celles que 
l'on considérait d’abord. Si les éléments 


* 


Dia MOUSE HA 
de la grandeur ou quantité désignée par B sont positifs , les éléments 
a, s Aa 9 e ?! e , Un 3 


de la grandeur ou quantité désignée par À pouvant être affectés de signes 
quelconques; on aura, en vertu d’un théorème connu {Voir l'Analyse 


algébrique , page 17], 


ann ( GES 5) 
BH +. + He VRAI 


et par suite les deux équations 


A 
P 


entraîneront la suivante: 


/ an 
(1) = MR, Pons ) 


D'ailleurs cette dernière équation continuera de subsister, si, le nombre 
devenant de plus en plus grand, chacun des éléments 


D b,, HSE b, ; 
devient de plus en plus petit; et alors chacun des rapports 


€: €: 4h 


b,? DUT b.? 


finira par différer aussi peu que l’on voudra d’une certaine valeur du 


rapport différentiel, On pourra donc, de la formule (1 )» déduire le théo- 
rème suivant. 


Théorème. Le rapport entre deux grandeurs ou quantités coexi- 
stantes Æ et B, dont la première varie dans un ou plusieurs sens avec la 
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seconde supposée toujours positive, est une moyenne entre les diverses 
valeurs de leur rapport différentiel. 


Corollaire. Le théorème 1% s'étend évidemment, avec la formule (1), 
au cas même où la seconde quantité B serait toujours négative. 

Lorsque deux grandeurs coexistantes varient proportionnellement l’une 
à l’autre, leur rapport est constant, aussi bien que le rapport de leurs 
éléments, et la limite de ce dernier rapport, ou le rapport différentiel. On 
peut donc énoncer encore la proposition suivante. 


2° Théorème. Si deux grandeurs ou quantités coexistantes 4 et B sont 
entre elles dans un rapport constant, ce rapport constant sera aussi leur 
rapport différentiel. La proposition inverse peut s’énoncer comme il suit. 


3° Théorème. Si le rapport différentiel de la grandeur ou quantité 4 


à la grandeur ou quantité constante B est constant, ce rapport constant 
sera aussi celui des grandeurs ou quantités eiles-mêmes. 


Démonstration. Supposons d’abord que la grandeur B , étant positive, 
puisse être considérée comme uniquement formée d'éléments positifs. 
Alors le troisième théorème sera une conséquence immédiate du théorème 


premier; et. par suite, si l’on nomme p le rapport différentiel des grandeurs 
A et B, on aura 


: 4 
(2) USE Pr 


Ajoutons qu'en vertu du: corollaire du premier théorème, l'équation (2) 
subsistera encore, si la quantité B, étant négative, peut être considérée 
comme uniquement composée d'éléments négatifs. 

Supposons, en second lieu, la grandeur ou quantité B formée d'’élé- 
ments dont les uns soient positifs, les autres négatifs. On pourra la dé- 
composer en diverses parties 


De b9,1bS, éte. «#4 


dont chacune soit considérée comme uniquement formée d'éléments af- 
fectés du même signe ; et, en nommant 


À, ? À, 


LR R lrdrt 


les parties correspondantes de la grandeur ou quantité 4, on aura, en 


vertu de l'équation (2), 


TT AIEUR pe SON PACS 
BP NTT Pate Te pe 


{1 a 


par conséquent 


A,=pl,, 1} —pB,, LR — pP 


{TL PRE RTE 
et 


| MIS TAN EE ESS =p(B,+B,+8B,+. .…); 
ou, ce qui revient au même, 


(3) Al pD; 


Or cette dernière formule entraîne évidemment l'équation (1). 


Corollaire. Si le coefficient différentiel p est constamment nul, l’équa- 
tion (3) donnera simplement 


(4) A = 0. 


On peut donc énoncer encore la proposition suivante. 


4° Théorème. Une grandeur ou quantité s’évanouit toujours, lorsque le 
rapport différentiel de cette grandeur ou quantité à une autre grandeur 
ou quantité coexistante est constamment nul. 

Le rapport différentiel de deux grandeurs, constant ou variable, reçoit 
souvent divers noms particuliers relatifs à la nature même de ces grandeurs. 
Donnons à ce sujet quelques exemples. 

Considérons d’abord une certaine masse ou quantité de matière 4, ren- 
fermée dans un solide dont le volume est 77, ou concentrée sur une surface 
dont l’aire est 4, ou enfin concentrée sur une ligne dont la longueur est S. 
Si la masse 47 varie proportionnellement à la quantité 


PAMREOU EL ETOU TO L 
le rapport constant 
M M M 
A? ou FA 
sera la densité constante du corps, ou de la surface, ou de la ligne donnée. 
Soient, dans la même hypothèse,  * 


m 
un élément de la masse M, et 


Yi HOUCZTLOUNrTSS 
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l'élément correspondant de la quantité 
FTOUM AN OU RS: 


La densité constante du corps, ou de la surface, ou de la ligne donnée, 
pourra encore être représentée par le rapport 


m m m 
—, Où — 
p a 
ainsi que par la limite de ce rapport. Cette densité constante sera donc le 


rapport différentiel de la masse M à la quantité 
LG SOUDRLA AL OUAIS. 


Supposons maintenant que la masse AZ varie par exemple avec le vo- 
lume 77, mais sans lui être proportionnelle. Alors les rapports 


pourront différer l’un de l’autre, et représenteront ce qu'on nomme la 
densité moyenne du corps sous le volume 77 ou sous le volume v. Si d’ailleurs 
le volume élémentaire y change graduellement de forme , sans jamais cesser 
de renfermer un certain point P du corps que lon considère, et si, en vertu 
de ce changement de forme, les trois dimensions du volume viennent à 
décroître indéfiniment, la masse élémentaire m décroitra indéfiniment 


2: 3 ; m sy 
avec le volume élémentaire v; mais le rapport —) OÙ la densité moyenne 


du corps sous le volume v, convergera en général vers une certaine limite 
différente de zéro. Or cette limite, qu’on nomme la densité du corps au 
point P, représentera évidemment, pour le même point, le rapport diffé- 
rentiel de la masse au volume. En d’autres termes, ce rapport différentiel 
est la limite vers laquelle converge la densité moyenne d’un élément infi- 
niment petit, appartenant au corps que l’on considère, et renfermant le 
point P. 

_ Pareillement, si la masse Â7, concentrée sur une surface ou sur un élé- 
ment de surface, varie avec l'aire À ou a de cette surface ou de cet élé- 
ment, sans être proportionnelle à cette aire, le rapport 


M ni 


= ou = 
4? a ? 


représentera ce qu'on nomme la densité moyenne de la surface ou de l'é- 
Er. d’An.et de Ph, math., T. II. (488 livr.) 26 
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lément dont il s’agit. Soit maintenant P un point renfermé dans la surface 
élémentaire a; et concevons que les deux dimensions de cette surface 
élémentaire décroissent indéfiniment, sans qu'elle cesse jamais de renfer- 
mer le point P. La masse élémentaire m décroîtra indéfiniment avec a; 


L T1 7, #17 
mais le rapport 3 OÙ la densité moyenne de l'élément de surface, con- 


vergera en général vers une certaine limite différente de zéro. Cette limite, 
qu'on nomme la densité de la surface au point P, ne sera autre chose 
que le rapport différentiel de la masse M à l'aire 4, calculé par le point P. 
Pareillement encore, si la masse W, concentrée sur une ligne ou sur un 
élément de cette ligne, varie avec la longueur $ ou s de cette ligne ou de 
cet élément, sans être proportionnelle à cette longueur, le rapport 
M m? 
San Oo 
représentera ce qu’on nomme la densité moyenne de la ligne ou de l’élé- 
ment dont il s’agit. Soit maintenant P un point situé sur la ligne élémen- 
taire s; et concevons que cette ligne décroisse en longueur sans cesser 
jamais de renfermer le point P. La masse élémentaire m décroîtra indéfi- 


. ° m ° LA La 2 , 
niment avec s; mais le rapport ms Me. la densité moyenne de la ligne élé- 


mentaire, convergera en général vers une certaine limite différente de zéro. 
Cette limite, qu’on nomme la densité de la ligne au point P, ne sera autre 
chose que le rapport différentiel de la masse A7 à la longueur S, mesuré 
au point P. 

Considérons maintenant un point mobile qui parcoure une certaine ligne 
droite ou courbe. Si l’espace parcouru est au temps que le point mobile 
emploie à le parcourir dans un rapport constant, ce rapport sera ce qu’on 
nomme la vitesse constante du point mobile. Dans le cas contraire, le rap- 
port variable de l’espace au temps, ou de l'élément de lespace à l’élément 
du temps, sera la vitesse moyenne du point mobile pendant le temps fini 
ou infiniment petit que l'on considère. Enfin, la vitesse moyenne du mo- 
bile, pendant un temps infiniment petit compté à partir dun instant 
donné, aura pour limite ce qu'on nomme la vitesse du point mobile à cet 
instant même. Or il est clair que cette dernière vitesse sera précisément 
le rapport différentiel de l’espace au temps, et que ce rapport deviendra 
constant avec la vitesse dans le cas que nous avons d’abord indiqué. 

Considérons encore une surface plane pressée par un liquide pesant. 
Si cette surface est horizontale, elle supportera une pression proportion- 
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nelle à son aire, et le rapport constant de cette pression à l'aire sera ce 
qu'on nomme la pression hydrostatique. Mais, si la surface pressée cesse 
d’être horizontale, le rapport de la pression à l'aire deviendra, pour la 
surface donnée, ou pour un élément de cette surface, ce qu’on peut ap- 
peler la pression hyudrostatique moyenne, calculée pour cette surface ou 
pour cet élément. Enfin la pression hydrostatique moyenne, calculée pour 
un élément infiniment petit de surface qui renfermera un point donné P, 
aura pour limite, si les deux dimensions de l'élément viennent à décroître 
indéfiniment , ce qu'on nomme la pression hydrostatique au point P; et il 
est clair que cette dernière pression hydrostatique sera le rapport diffé- 
rentiel de la pression à l'aire, calculé pour le point P. | 

Si l'on applique successivement le théorème 1 aux diverses espèces de 
grandeurs que nous venons de passer en revue, on obtiendra les propo- 
sitions suivantes. 

Le rapport de la masse d'un corps à son volume est une moyenne entre 
les densités corresponrlantes aux divers points de ce volume. 

Lorsqu'une masse est concentrée sur une surface ou sur une ligne, le 
rapport entre cette masse et l'aire de la surface ou la longueur de la 
ligne est une moyenne entre les densités correspondantes aux divers points 
de cette surface ou de cette ligne. 

Lorsqu'un point mobile parcourt une ligne droite ou courbe, le rapport 
de l'espace au temps est une moyenne entre les vitesses que le point mo- 
bile acquiert successivement dans ses diverses positions sur cette ligne. 

Lorsqu'une surface plane est pressée par un liquide pesant, le rapport 
entre la pression totale et l'aire de cette surface est une moyenne entre 
les diverses valeurs de la pression hydrostatique correspondantes aux 
divers points de la surface. 

Ces diverses propositions justifient les noms de densité moyenne, de 
vitesse moyenne, de pression hydrostatique moyenne , précédemment don- 
nés aux divers rapports qui s’y trouvent mentionnés. 

Le rapport différentiel d’une grandeur à une autre n'est un rapport 
constant que dans le cas où ces deux grandeurs sont proportionnelles 
l’une à l’autre (3° théorème). Dans le cas contraire, non-seulement le 
rapport différentiel des deux grandeurs est variable; mais il peut 
varier dans un ou dans plusieurs sens, suivant que la seconde gran- 
deur peut varier elle-même dans un seul sens où dans plusieurs sens di- 
vers. Il en résulte qu'un rapport différentiel peut être fonction d’une ou 
de plusieurs variables indépendantes. Ainsi, en particulier, si la seconde 
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grandeur est une ligne, ou une surface, ou un volume, le rapport dif- 
férentiel sera généralement déterminé pour chaque point de la ligne don- 
née, de la surface donnée, ou du volume donné. Mais il pourra varier 
d'un point à l’autre et dépendre des coordonnées de ce point, savoir, 
d’une seule coordonnée si la seconde grandeur est une ligne, de deux 
coordonnées si la seconde grandeur est une surface, de trois coordon- 
nées si elle est un volume. 

Si la seconde grandeur est un temps, le rapport différentiel de la pre- 
mière grandeur à la seconde sera généralement déterminé à chaque 
instant, ou, si l'on peut ainsi s'exprimer, à chaque point du temps que 
l’on considère; mais ce même rapport différentiel variera pour lPordinaire 
d'un instant à l’autre. 

Lorsqu'une grandeur varie dans un seul sens, elle offre deux bouts, ou 
deux extrémités ; elle commence à l’une, et finit à l’autre. Alors, si, la 
première extrémité demeurant fixe, la seconde extrémité se déplace, on 
verra varier en même temps et la grandeur dont il s’agit, et un rapport 
différentiel qui serait relatif à cette seconde extrémité. Alors aussi ce rap- 
port différentiel sera du premier ordre, et dépendra d’une seule variable. 
Considérons, pour fixer les idées, une longueur, ou un temps, ou même 
simplement un nombre variable qui, en croissant, atteint une certaine 
limite. On pourra regarder chacune de ces grandeurs comme variant dans 
un seul sens, et passant par degrés insensibles d’une valeur nulle à une 
valeur finale. Or si à l’une de ces grandeurs on compare une grandeur nou- 
velle qui croisse avec elle-même, et si, après avoir partagé les deux gran- 
deurs en éléments correspondants, mais très-petits, on divise le dernier 
élément de la nouvelle grandeur par le dernier élément de Jautre , le quo- 
tient ainsi obtenu aura pour limite, quand les deux éléments deviendront 
infiniment petits, un rapport différentiel du premier ordre, qui dépendra 
de la valeur définitivement acquise par la longueur, ou le temps, ou le 
nombre variable dont il s’agit. Le plus souvent, ce rapport différentiel 
sera une fonction continue de la variable dont il dépend, c’est-à-dire 
qu'il changera de valeur avec elle par degrés insensibles ; et alors, pour 
l'obtenir, on pourra indifféremment, ou chercher la limite du rapport entre 
les derniers éléments des deux grandeurs que l’on compare l’une à l’autre, 
ou chercher la limite des éléments nouveaux, mais correspondants, 
qu'elles pourraient acquérir, si chacune d’elles venait à croître au delà de 
sa seconde extrémité, 

Dans le cas particulier où la seconde grandeur est une longueur mesu- 
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rée sur une certaine ligne droite ou courbe, l'extrémité de cette longueur, 
avec laquelle varie le rapport différentiel que l'on considère, peut d’ail- 
leurs être un point quelconque P de la ligne donnée; et, comme une 
seule coordonnée suffit pour déterminer la position du point P sur la 
même ligne, le rapport différentiel correspondant au point P, peut étre 
regardé comme fonction de cette seule coordonnée. 

Concevons maintenant que les deux grandeurs coexistantes Z et B puis- 
sent varier simultanément dans deux, trois, quatre. .., sens divers. On 
pourra en dire autant de leurs éléments correspondants ; et l’on obtiendra 
pour limite du rapport entre ces éléments un rapport différentiel p, du 
second, du troisième, du quatrième... ordre, qui sera une fonction de 
deux, trois, quatre... variables indépendantes. Dans un grand nombre de 
cas, le rapport différentiel p est une fonction continue des variables dont 
il dépend, c’est-à-dire, une fonction qui prend une valeur unique et 
déterminée pour chaque système de valeurs attribuées à ces variables, et 
qui varie avec elles par degrés insensibles. Dans cette hypothèse, si un 
élément b de la grandeur B devient infiniment petit dans tous les sens, 
on pourra dire en quelque sorte qu’à cet élément b correspond un seul 
système de valeurs des variables indépendantes, et par suite une seule 
valeur de p. Mais aux diverses parties de la grandeur B, ou plutôt à ses 
divers éléments infiniment petits, correspondront divers systèmes de 
valeurs des variables indépendantes, et par conséquent en général di- 
verses valeurs de p. Les limites, entre lesquelles les variables devront 
rester comprises dans ces divers systèmes, dépendront de la valeur attri- 
buée à la grandeur B; et, si la grandeur B est toujours positive, ces 
limites s’'étendront de plus en plus avec cette valeur même. Dans les pro- 
blèmes de géométrie et de mécanique, les variables indépendantes peu- 
vent être les coordonnées d’un point mobile et le temps. 

Supposons, pour fixer les idées, que la seconde grandeur soit une 
aire, où un volume; et nommons P un point quelconque de cette aire, ou 
de ce volume. La position du point P se trouvera déterminée par deux ou 
trois coordonnées qui seront les variables indépendantes. Cela posé, pre- 
nons, dans la seconde grandeur, un élément infiniment petit qui ren- 
ferme le point P, et divisons par cet élément l’élément correspondant 
de la premiere. Le quotient obtenu différera genéralement très-peu de sa 
limite, qui sera le rapport différentiel de la première grandeur à la seconde, 
correspondant au point P. Ajoutons que ce rapport différentiel, variable 
avec les coordonnées du point P,en sera, dans beaucoup de cas, une 
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fonction continue. D'ailleurs les divers systèmes de valeurs de ces coor- 
données, correspondants aux divers éléments de l’aire ou du volume que 
l’on considère, devront être censés connus, dès que l’on connaîtra cette 
aire ou ce volume; et les limites, entre lesquelles resteront comprises les 
valeurs des coordonnées dans ces divers systèmes, seront évidemment dé- 
terminées par les équations des lignes qui envelopperont cette aire, ou 
de la surface qui enveloppera ce volume. 

Lorsque, la seconde grandeur étant toujours positive, le rapport dif- 
férentiel p est une fonction continue des variables dont il dépend, et 
par suite varie avec elles par degrés insensibles ; une moyenne entre les 
diverses valeurs de p, correspondantes aux divers éléments de la seconde 
grandeur, est encore nécessairement l’une de ces valeurs. Donc le théo- 
rème 1* entraîne la proposition suivante. 

5e Théorème. Si le rapport différentiel d’une première grandeur à une 
grandeur coexistante et toujours positive est une fonction continue de la 
variable ou des variables dont il dépend, une des valeurs de ce rapport 
différentiel correspondantes à la seconde grandeur représentera le rap- 
port qu'on obtient en divisant la première grandeur par la seconde. 

Corollaire 1°. Concevons, pour fixer les idées, que la seconde grandeur 
se réduise à une longueur $ mesurée sur une certaine ligne droite ou 
courbe, et la première grandeur à une masse M concentrée sur cette 
ligne. Les diverses valeurs du rapport différentiel p, correspondantes aux 
divers éléments infiniment petits de la longueur S, ne seront autre chose 
que les diverses valeurs de la densité dans les divers points que renferme 
cette longueur. D'ailleurs la position de chaque point P, sur la ligne que 
l’on considère, pourra être déterminée à l’aide d’une seule coordonnée x; 
et la densité p sera fonction continue de x, lorsque, étant compléte- 
ment déterminée pour un point donné P, elle variera , avec la position du 
point P, par degrés insensibles. Donc le 5° théorème entraine la proposi- 
tion suivante. 

S désignant la longueur d'une ligne droite ou courbe sur laquelle se 
trouve concentrée une masse M, si la densité p, étant complétement déter- 
mince en chaque point P de la longueurS, varie avec la position du point P 
par degrés insensibles, le rapport de M à S, ou, en d'autres termes, la 
densité moyenne de la ligne, sera l’une des valeurs de p correspondantes 
aux divers points que renferme la longueur $. 

Corollaire 2°. Concevons que la seconde grandeur se réduise à une 
aire À, mesurée sur une certaine surface plane ou courbe, et la première 
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grandeur à une masse 4 concentrée sur cette surface. Les diverses valeurs 
du rapport différentiel p, correspondantes aux divers éléments infiniment 
petits de l'aire À, ne seront autre chose que les diverses valeurs de la 
densité relatives aux divers points que renferme cette aire. D'ailleurs la 
position de chaque point P, sur la surface que l’on considère, pourra être 
déterminée à l’aide de deux coordonnées rectangulaires x, y, ou de deux 
coordonnées polaires r, p, ou même à l’aide de deux coordonnées quel- 
conques; et la densité p sera une fonction continue de ces coordonnées, 
lorsque, étant complétement déterminée pour un point donné P, elle va- 
riera, avec la position du point P, par degrés insensibles. Donc le 5° théo- 
rème entraîne la proposition suivante. 

A désignant l'aire d’une surface plane ou courbe sur laquelle se trouve 
concentrée une masse M, si la densité p, étant complétement déterminée 
en chaque point P de l'aire À, varie avec la position du point P par dé- 
grés insensibles, le rapport de. M à 4, ou, en d'autres termes, la densité 
moyenne de la surface, sera l'une des valeurs de o correspondantes aux 
divers points que renferme l'aire À. 


Corollaire 3°. Concevons que la seconde grandeur se réduise au vo- 
lame F7 d’un solide dont la masse soit M. Les diverses valeurs du rapport 
différentiel p, correspondantes aux divers éléments infiniment petits du 
volume }”, ne seront autre chose que les diverses valeurs de la densité 
relatives aux divers points que renferme ce volume. D'ailleurs la position 
de chaque point P, dans ce volume, pourra être déterminée à l’aide de trois 
coordonnées rectangulaires x, y, z, ou de trois coordonnées polaires r, 
P; 9, où généralement à l’aide de trois coordonnées quelconques ; et la 
densité p sera fonction continue de ces coordonnées, lorsque, étant com- 
plétement déterminée en un point quelconque P, elle variera, avec la po- 
sition du point P, par degrés insensibles. Donc le 5° théorème entraîne 
encore la proposition suivante. 

V” désignant le volume d’un solide dont la masse est M, si la densité p 
de ce solide, étant complétement déterminée en chaque point quelconque P 
di: volume W, varie avec la position du point P par degrés insensibles, le 
rapport de M à V, ou, en d'autres termes, la densité moyenne du solide, 
sera l’une des valeurs de p correspondantes aux divers points que renferme 
le volume F. 

La comparaison des éléments correspondants 
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de deux grandeurs coexistantes 


CA D ARt A R à 


peut donner lieu à la formation de l’un ou l’autre des deux rapports 


bd 


a 
b'UQUUE 

suivant que l’on divise le premier élément par le second, ou le second 
par le premier. Or, ces deux rapports inverses l’un de l’autre, auront pour 
limites, si les éléments à et b viennent à décroitre indéfiniment, deux 
quantités inverses l’une de l’autre, c’est-à-dire deux quantités dont le 
produit sera l’unité. On peut donc, aux propositions précédemment énon- 
cées, joindre la suivante. 


6° Théorème. Si deux grandeurs ou quantités coexistent et varient.simul- 
tanément, le rapport différentiel de la première à la seconde sera l'inverse 
du rapport différentiel de la seconde à la première. 

Observons encore que, si l’on désigne par À, & deux facteurs ou coef- 
ficients constants, et par a, b les éléments de deux grandeurs ou quan- 
tités coexistantes 4, B, les produits 


AU TLIOE 
représenteront les éléments des grandeurs exprimées par les produits 


AA UD. 


; ; : EU a : s À 
Cela posé, soit & la limite du rapport j» OU, ce qui revient au même, le 


rapport différentiel de À à B. Le rapport différentiel de À 4 à x B sera 
évidemment la limite du rapport 


il se réduira donc au produit 
À 
JE 
12 


Si l’un des facteurs y, À est l'unité, le même produit, réduit à 


ACMIOU TA - 


4 
Æ 
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représentera le rapport différentiel de À 4 à B, ou de 4 à u B. On peut 
donc énoncer encore le théorème suivant. 

7° Théorème. Soient À, & deux facteurs constants, et + le rapport dif- 
férentiel de deux grandeurs ou quantités coexistantes 


AIO, 
Les rapports différentiels 


deb, de PAPA BEM ANA AN ANT", 


seront respectivement 
2 @. 
2 
Jusqu'ici nous nous sommes bornés à comparer deux grandeurs entre 
elles. Si les grandeurs que l’on compare l’une à l’autre sont au nombre de 
trois, de quatre,..., ou même en nombre quelconque, on obtiendra, sur 
les rapports différentiels, de nouvelles propositions que nous allons suc- 
cessivement établir. 
Observons d’abord que, si 


ABC 
désignent trois grandeurs coexistantes, et 
LUNDI C 


trois éléments correspondants de ces grandeurs, on aura identiquement 
«a 

{ LEE. * 

(5) APE X 


Or, en supposant que, dans l'équation (5), les éléments a, b, c devien- 
nent infiniment petits, on obtiendra immédiatement la proposition sui- 
vante. 

8 Théorème. Si trois grandeurs ou quantités coexistent et varient 
simultanément, le rapport différentiel de la première à la seconde, mul- 
tiplié par le rapport différentiel de la seconde à la troisième, donnera 
pour produit le rapport différentiel de la première à la troisième. 

On démontrerait de la même manière le théorème que nous allons 
énoncer. 
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9° Théorème. Si plusieurs grandeurs ou quantités coexistent et varient 
simultanément, le rapport différentiel de la première à la dernière sera 
le produit des rapports différentiels de la première à la seconde, de la se- 
conde à la troisième, de la troisième à la quatrième,..., enfin de l'avant- 
dernière à la dernière. 

Le 8° théorème entraîne évidemment le suivant. 

10° Théorème. Lorsque trois grandeurs coexistent et varient simultané- 
ment, si l’on divise le rapport différentiel de la première à la troisième 
par le rapport différentiel de la seconde à la troisième, on obtiendra pour 
quotient le rapport différentiel de la première à la seconde. 


IVota. En vertu des théorèmes 2 et 3, si le rapport de la première gran- 
deur à la seconde est constant, ce rapport constant sera en même temps 
leur rapport différentiel ; et réciproquement, si le rapport différentiel de 
la première grandeur à la seconde est constant, ce rapport différentiel 
constant sera le rapport des grandeurs elles-mêmes. Cela posé, il est clair 
que le théorème 10° entraine encore les deux propositions suivantes. 

11° Théorème. Supposons que deux grandeurs ou quantités coexistantes 
A et B soient entre elles, tandis qu’elles varient, dans un rapport con- 
stant w, les rapports différentiels « et 6 de ces deux grandeurs 4 et B à 
une troisième grandeur ou quantité coexistante € seront entre eux dans 
le mème rapport constant; en d’autres termes , l’équation 


(6) == mB 
entraînera la suivante 


(7) PIS. 


‘ 


12° Théorème. Réciproquement, si les rapports différentiels &, 6 de 
deux grandeurs ou quantités coexistantes 4 et B, successivement compa- 
rées à une troisième grandeur ou quantité C, sont entre eux dans un rap- 
port constant w, ce rapport constant sera aussi celui de Z à B; en d’autres 
termes, l’équation (7) entraïnera toujours l'équation (6). 


Corollaire. En supposant dans le théorème 12 le nombre w réduit à 
l'unité, on obtient la proposition suivante. 


13° Théorème. Si les rapports différentiels de deux grandeurs ou quan- 
tités 4 et B successivement comparées à une troisième grandeur ou quan- 
üité C, sont égaux, les grandeurs ou quantités 4, B seront égales entre 
elles. 
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Considérons maintenant la somme de plusieurs grandeurs ou quantités 
coexistantes 


PANDA 
Nommons $ cette somme, et 
AN bAIO TESTS 
les éléments correspondants des grandeurs ou quantités 
AL BCE. 


Enfin comparons celles-ci à une nouvelle grandeur ou quantité KX, dont 
l'élément soit 4. On aura non-seulement 


(8) S—= AL B+ C +... 
mais aussi 
(a) s—a+b+c+..., 
et par suite 

S b | 
(10) tn 


Or, si l’on conçoit que, dans cette dernière équation, les éléments 
ORALE TL. CE 7e 


deviennent infiniment petits, on obtiendra, en passant aux limites, la pro- 
position suivante. 
14° Théorème. Si l'on calcule non-seulement les rapports différentiels 


AE 
de plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes 
FROTSREE TRANS 
mais aussi le rapport différentiel ç de la somme 
A+B+C+..…. 


à une nouvelle grandeur ou quantité X, le dernier rapport ç, ou le rapport 
différentiel delasomme 4+B+4-C+... à K, sera en même temps la somme 


27.. 
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des autres rapports différentiels; en sorte qu’on aura 
(11) = a +6 + y +... 
Supposons à présent que, dans la somme S, les grandeurs ou quantités 
AS IDC EE 
se trouvent respectivement multipliées par des facteurs constants 


À Ms Vyroe 


En d’autres termes, supposons que la grandeur ou quantité S représente 
une fonction linéaire des grandeurs ou quantités 


A} CARE 
déterminée par la formule 


(12) S—= 4 + uB + rC +... 


Si lon nomme toujours 


4 3 b, Cor. S 


les éléments des grandeurs 


PNG UNE 


et si l’on compare encore ces diverses grandeurs ou quantités à une nou- 
velle grandeur ou quantité X, dont l'élément soit #, on trouvera, eu égard 
à la formule (12), non-seulement 


CE) El S = Aa + ub + yc +..., 

mais aussi 

(14) ARTE Hr SL... 

puis, en supposant que, dans cette dernière équation, les éléments 
HROUECS UNS UE 


? ” 4 e . . , 
s'approchent indéfiniment de la limite zéro, on se trouvera conduit à la 
proposition suivante, | 
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15° Théorème. Si l'on calcule, non-seulement les rapports différentiels 
æ; 6, Y5:".) 
de plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes 
AND} CNY 
mais aussi le rapport différentiel ç d’une autre grandeur ou quantité 


AA + uB + rC+..., 


représentée par une fonction linéaire des premières à une nouvelle gran- 
deur ou quantité coexistante À, le dernier rapport ç sera exprimé en 
fonction linéaire de tous les autres, tout comme $ s’exprime en fonction 
linéaire de 4, B, C,...; en sorte qu'on aura 


(15) = AM HUE HE yy +... 


il est bon d'observer que, dans le théorème 15, les coefficients 


A HR AGIR 


peuvent être ou positifs ou négatifs. Si, pour fixer les idées, on sup- 
posait 
CR TN NET NES OMG TE 


le théorème 16° pourrait être énoncé comme il suit. 


10° Théorème. Si l'on calcule, non-seulement les rapports différentiels 
æ, 6, 
de deux grandeurs ou quantités coexistantes 
ANCE; 
mais aussi le rapport différentiel de leur différence 
(16) S = 4 — BP, 


à une nouvelle grandeur ou quantité coexistante Æ, le dernier rapport « 
ou le rapport différentiel de la différence 4—B à K, sera en même temps 
la différence des deux autres rapports différentiels 4, 6, en sorte qu’on 
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aura ? 


(17) j e = à — 6. 


Observons aussi que le rapport différentiel, désigné par ç dans le 12° 
théorème, s’évanouira toujours avec la somme S, et que réciproquement, 
en vertu du théorème 4, cette somme s’évanouira toujours avec le rapport 


différentiel ç. Donc l'équation 

(18) AA +uB+ryC+...—= 0 
entraînera toujours la formule 

(19) Aa + pE + 17... —o, 


et réciproquement cette formule entraînera toujours l’équation (18). On 
peut donc énoncer encore la proposition suivante. 

17° Théorème. Si plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes sout 
liées entre elles par une équation linéaire quelconque, la même équation 
linéaire existera entre les rapports différentiels de ces grandeurs ou quan- 
tités à une autre; et réciproquement, si ces coefficients différentiels sont 
liés entre eux par une équation linéaire, la même équation linéaire exis- 
tera entre les grandeurs données. 

Remarquons encore que les formules (8), (12), (16), et les: formules 
(11), (15), (19), sont, tout comme les formules (18) et (19), des équa- 
tions linéaires qui lient entre elles, d’une part les grandeurs ou quantités 
coexistantes 


AB Gerets); 


‘d’autre part les rapports différentiels 
&; 6, g ACCPNEL à EET 2 


des grandeurs ou quantités dout 1l s'agit à une nouvelle grandeur ou quan- 
tité À. Par suite on pourra remonter de la formule (11), (15) ou (17) 
à la formule (8), (12) ou (16), tout comme on remonte de la formule (10) 
à la formule (18). Donc aux théorèmes 14, 15, 16, on pourra joindre les 
théorèmes inverses qui sont compris, comme eux, dans le théorème 17, 
et que nous allons énoncer. 


18° 7'héorème. Soient 
ASP CHAATS 
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plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes, et 
an SEE 


les rapports différentiels de ces mêmes grandeurs ou quantités comparées 
à une nouvelle grandeur ou quantité coexistante K. Si le rapport diffé- 
rentiel $ est la somme de tous les autres &, 6, 7,..., la grandeur ou 
quantité S sera pareillement la somme des grandeurs ou quantités 
A, BP, C,... En d’autres termes, l'équation 


CO CL =+- 6 + y ou 160 2" 
entraînera lPéquation | ë 
S—A+B+C+...…. 


19° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent, si le rapport différentiel ç s'exprime en fonction linéaire de 
tous les autres, la grandeur ou quantité $ s’exprimera de la même ma- 
nière en fonction linéaire des quantités 4, B; C,... En d’autres termes, 
la formule 


s = Aa + u6 + »y +... 


entraînera la suivante 


DS AA Hub LH yC LH, 


20° Théorème. Soient 


ALPD,TS 
trois grandeurs ou quantités coexistantes, et 
EEE 


les rapports différentiels de ces mêmes grandeurs ou quantités, comparées 
à une grandeur ou quantité coexistante À. Si le rapport différentiel « est 
la différence des deux autres # et 6, la grandeur ou quantité B sera pa- 
reillement la différence des grandeurs ou quantités 4 et B. En d’autres 
termes, l'équation 

| c = a — 6 
entrainera l'équation 


S = 4 — BP. 
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Lorsque deux grandeurs ou quantités coexistantes se réduisent à une 
variable x et à une fonction y de cette variable, le rapport différentiel de 
la fonction à la variable est précisément ce qu'on nomme la dérivée de la 
fonction ou le coefficient différentiel. 

Lorsque deux grandeurs ou quantités coexistantes se réduisent au pro- 
duit de n»variables æ, y, z,…., et à une fonction @ de ces variables, le 
rapport différentiel de la fonction @ au produit xyz..., est précisément 
ce qu’on nomme la dérivée de l’ordre n de la fonction ®, prise par rapport 
à toutes ces variables. 

D'ailleurs, pour que la variable x ou le produit xyz..., et la fonction @ 
de x ou de x,7,2,.., représentent deux grandeurs coexistantes, il suffit 
que la fonction @ s'évanouisse avec la variable x, ou avec les variables 
10 x PPS 

Nous terminerons ce paragraphe en dennant la solution d’un problème 
dont nous ferons plus tard de nombreuses applications. 

Problème. Soit X une grandeur toujours positive, dont chaque élément 
varie dans un ou plusieurs sens, avec une ou plusieurs variables indépen- 
dantes; et supposons que, pour chaque système de valeurs attribuées à 
ces variables , le rapport différentiel p d’une seconde grandeur ou quan- 
tité S à la première, ait une valeur connue et déterminée, qui varie avec 
elles par degrés insensibles. On demande une méthode qui puisse ser- 
vir à calculer la grandeur S, avec un degré d’approximation aussi grand 
que l’on voudra. 


Solution. En vertu du théorème 5°, le rapport 


S 


K 


sera, dans l'hypothèse admise, une des valeurs du rapport différentiel 4 
correspondantes à la grandeur Æ. On aura donc, pour l’une de ces valeurs 


de p, 
S 
Rio 
ou, ce qui revient au même, 
(20) DEC ITE 


Pareillement, si l'on nomme 4 un élément de X, et s l'élément correspon- 
dant de S, l’une des valeurs du rapport différentiel p correspondantes à 
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. l'élément Æ vérifiera la formule 


(21) diet 


Mais, si l'élément Æ£ décroiît indéfiniment dans tous les sens, les diverses 
valeurs de p correspondantes à cet élément se déduiront les unes des 
autres par des variations de plus en plus petites des variables indépen- 
dantes, et, en conséquence, ces diverses valeurs finiront par différer. 
entre elles de quantités inférieures à tout nombre donné #. Donc alors, 
en prenant l’une quelconque d’entre elles pour la valeur de p qui devra 
satisfaire à la formule (21), on commettra sur la valeur de s une erreur 
dont la valeur numérique ne surpassera pas le produit 


eh. 
Cela posé, divisons la grandeur K en éléments 
k, 3 k, st.) Æ, , 


dont chacun soit assez petit pour que les valeurs correspondantes de bp 
diffèrent entre elles de quantités inférieures au nombre #. Multiplions 
ensuite chacun de ces éléments # par l’une quelconque des valeurs de p 
correspondantes à ce même élément, et considérons le produit obtenu 
comme représentant une valeur approchée de l'élément s de la grandeur S, 
correspondant à l'élément # de la grandeur K. La somme des produits ainsi 
calculés, représentée par un polynome de la forme 


Dauer F Pala re. + Prnkn 


représentera une valeur approchée de $, et en posant 
(22) S—= pit Paks +... + Pak) 


on comimettra une erreur qui ne pourra dépasser la somme des produits 
de la forme 


ek, 
c’est-à-dire le produit 


e(kA HA, +... HA.) =ekK. 


Donc l'équation (22), qui fournirait la valeur exacte de $, si l’on pouvait 
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(yax0 Ÿ 


choisir convenablement les coefficients 


DE Passe.) Pn 


fournira seulement une valeur approchée de S, si l’on prend pour p, 
l’une quelconque des valeurs de p correspondantes à l'élément k,, pour p, 
l’une quelconque des valeurs de p correspondantes à l’élément #,,.. pour p, 
l’une quelconque des valeurs de p correspondantes à l'élément 4,. Mais, 
en prenant pour z un nombre suffisamment grand, et pour 


Ke retsitol Ki 


des éléments suffisamment petits, on fera décroître autant que l’on voudra 
le nombre €, et avec lui la limite 6K de l’erreur commise; et par suite on 
rendra le degré d’approximation aussi grand que l’on voudra. 


Corollaire 1%. La formule (22) fournirait encore une valeur très-ap- 
prochée de la somme S, pour de très-petites valeurs des’ éléments 


EE AVAL Le 


si l’on prenait pour coefficient de chaque élément #, non plus l’une des 
valeurs de p correspondantes à cet élément, mais une quantité très-peu 
différente de ces mêmes valeurs, la différence étant assujettie à décroître 
indéfiniment avec l’élément k. En effet, si les coefficients désignés dans la 


formule (22) par 
Pa Las Pa CRE | Pa ? 
sont altérés de telle sorte que, pour äes valeurs de 


ki, ONE He 


suffisamment petites , la variation de chaque coefficient devienne inférieure 
à un très-petit nombre 6, la valeur de S, déterminée par la formule (22), 
se trouvera elle-même altérée, mais de manière que sa variation soit in- 


férieure au produit 
E(kA HE, +... +k,) = 35Kk. 


Or cette dernière variation deviendra évidemment très-petite quand le 
nombre « sera lui-même très-petit. 


Corollaire 2°. La formule (22) fournirait encore une valeur très-appro- 


(F2F1)) 


chée de la grandeur S pour de très-petites valeurs des éléments 


si, dans le calcul de cette somme, on faisait abstraction de quelques-uns 
des éléments dont 1l s’agit, pourvu que la somme des éléments omis s’ap- 
prochät indéfiniment de zéro par des valeurs croissantes du nombre 7. 
En effet, nommons 


ET Laure 


les éléments omis et x leur somme. La somme des termes omis dans la 
valeur de S fournie par l’équation (22) sera de la forme 


p' 4 2 OUR 2e 
et pourra être représentée par le produit 


CARRE EE ME (DER = x M (0 p';.) 


Or ce produit décroitra indéfiniment pour des valeurs décroissantes du fac- 
teur x, ou, Ce qui revient au même, pour des valeurs croissantes du nom- 
bre n. 

Corollaire 3°. D’après ce qui a été dit dans les corollaires précédents, 
on peut énoncer la proposition suivante: 

21° Théorème. Étant donnée une grandeur K toujours positive, dont 
chaque élément varie dans un ou plusieurs sens, avec une ou plusieurs 
variables indépendantes, si, pour chaque système de valeurs attribuées à 
ces variables, le rapport différentiel p d’une seconde grandeur ou quan- 
tité S à la premiere, obtient une valeur déterminée qui varie avec elles 
par degrés insensibles , alors, pour calculer S avec un degré d'approxima- 
tion aussi grand que l’on voudra, on pourra se contenter de partager la 
grandeur positive K en éléments suffisamment petits 


RAS EMA, 
puis de recourir à la formule 
(22) S—= pk, + pk, Hs tpik, 


dans laquelle chaque élément # aura pour coefficient ou l’une des valeurs 


de p correspondantes à cet élément, ou du moins une quantité très-peu 
204 
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différente de l’une de ces valeurs, la différence étant assujettie à décroitre 
indéfiniment avec l’élément k. Ajoutons que, dans le calcul de la gran- 
deur S, on pourra faire abstraction de quelques-uns des éléments 


ln Ale PART Ar ol 


La BA . LA . 0 , . I 
pourvu que la somme x des éléments omis décroisse indéfiniment avec =. 


Corollaire 1°. Si tous les éléments 
Fe AE 2,99 A, 
ou du moins ceux dont on ne fait pas abstraction, deviennent égaux, en 
désignant par leur valeur commune, on aura 


KIERARE 


I 
n 
ou du moins 

k = - (K—x), 


D ln 


x désignant la somme des éléments omis; et par suite la formule (22) don- 
nera 


(25) DDR 


ou du moins 
(24) S = pK — x) = pK — px, 


la valeur de p étant celle que détermine l’équation 


(25) pP=r(n +p +... + pe). 


Or, en vertu de l’équation (25), la valeur de p sera la somme des rapports 
différentiels 


Pro Pass Pn 


divisée par leur nombre, ou ce qu’on nomme la moyenne arithmétique 
entre ces rapports. Elle sera donc inférieure au plus grand de ces rapports, 
et si x décroit indéfiniment pour des valeurs croissantes de 7, on pourra 
en dire autant du produit px. Donc alors, pour de grandes valeurs de 7, 
la formule (24) se réduira sensiblement à la formule (23). On peut donc 
énoncer encore la proposition suivante : 
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22° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 21, 
pour obtenir S avec un degré d’approximation aussi grand que l’on vou- 
dra, on pourra se contenter de partager la grandeur K en éléments suffi- 
samment petits, qui soient tous égaux entre eux, à l'exception de quelques- 
uns dont la somme x décroisse indéfiniment, tandis que le nombre total 
des éléments égaux devient de plus en plus considérable, puis de calculer 
n valeurs 


Pis Poser Pa 


du rapport différentiel p, qui correspondent respectivement aux z élé- 
ments égaux, ou qui du moins diffèrent très-peu de 2 valeurs respective- 
ment correspondantes à ces mêmes éléments, les différences étant assu- 


: SE À À EE I ere 
jetties à décroitre indéfiniment avec =, et enfin de multiplier la grandeur K 


par la moyenne arithmétique entre les quantités 


Pa: Pare) P n° 


Pour montrer une application des théorèmes 22 ou 23, considérons une 
droite matérielle dont la longueur soit désignée par H, et sur laquelle on 
ait concentré une certaine masse M. Soit d’ailleurs p le rapport différentiel 
de M à H, ou, en d’autres termes, la densité de la droite matérielle pour 
le point P dont l’abscisse est 72, et supposons que la densité p, étant fonc- 
ton continue de cette abscisse, varie en conséquence avec elle par degrés 
insensibles. Les quantités désignées par 


Pis Pass.) Pa 


dans les formules (22) et (25), devront représénter rigoureusement, ou à 
très-peu près, les valeurs de la densité correspondantes à divers points 


P,, P,,..., Pa, 


respectivement situés sur des éléments égaux ou inégaux, mais toujours 
très-petits, de la longueur H. Cela posé, le théorème 21 entrainera évi- 
demment la proposition suivante : 

H étant la longueur d'une droite matérielle sur laquelle se trouve concen- 
trée une certaine masse M, si la densité p de cette droite est connue et 
déterminée en chaque point LP de la longueur H, et varie avec la position 
du point P par degrés insensibles, alors, pour obtenir la valeur de la 
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masse M avec un degré d'approximation aussi grand que l'on voudra, on 
pourra se contenter de partager la longueur H en éléments suffisamment 


pelits ! 
(AN ie mul à: 


puis de recourir à la formule 
M=rh, +p,h, +... + NOUS 


dans laquelle chaque élément h aura pour coefficient ou la densité cor- 
respondante à l'un quelconque des points de cet élément, ou une quantité 
très-peu différente de cette densité, la différence étant assujettie à décrottre 
indéfiniment avec l'élément lui-même. Ajoutons que dans le calcul de la 
masse M on pourra faire abstraction de quelques-uns des éléments 


h, ° Rex LE 


1/7 û , û : , 5 I 
pourvu que la somme x des éléments omis décroisse indéfiniment avec —. 


Si les éléments de la longueur H, ou du moins ceux de ces éléments 
que l’on n’omet pas, deviennent égaux entre eux, on pourra faire coïin- 


cider 


niipals ie safe 
avec les valeurs de la densité correspondantes aux points 
PP, 14 PS 


qui représentent les origines ou les extrémités des éléments égaux, c’est-à- 
dire à des points équidistants, mais très-rapprochés les uns des autres, 
et situés sur Ja longueur H. D'ailleurs si, entre les extrémités de la lon- 
gueur H, on place des points équidistants, cette ligne pourra être par ce 
moyen divisée en éléments qui soient tous égaux entre eux , ou tous égaux 
à l'exception des deux extrêmes, qui pourront être supposés inférieurs aux 
autres; et comme, dans cette dernière supposition, les éléments extrêmes 
pourront être évidemment omis, leur somme étant tres-petite aussi bien 
que chacun d'eux, il est clair que le théorème 22 entraïnera la proposition 
suivante : 

H étant lu longueur d'une droite matérielle sur laquelle se trouve con- 
centrée une certaine masse M, si la densité p de cette droite est connue et 
déterminée en chaque point P de la longueur H, et varie avec la position 
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du point P par degrés insensibles, pour obtenir la masse M avec un degré 
d'approximation aussi grand que l’on voudra, il suffira de partager la lon- 
gueur K par des points équidistants en éléments qui soient tous égaux entre 
eux , ou méme tous égaux à l'exception des éléments extrêmes que l'on 
pourra supposer inférieurs aux autres, puis de multiplier la longueur H 
par la moyenne arithmétique entre les valeurs de la densité correspon- 
dantes aux origines ou aux extrémités des éléments égaux. 

Les théorèmes 21 et 22 s’appliqueraient encore immédiatement à la dé- 
termination des masses concentrées sur des lignes courbes ou sur des sur- 
faces planes ou courbes, ou même des masses comprises sous des volumes 
donnés. Cette détermination se trouverait ainsi ramenée à celle des lon- 
gueurs, des surfaces et des volumes. 


$ II. Sur les grandeurs proportionnelles. 


Deux grandeurs coexistantes, qui varient proportionnellement l’une à 
l’autre, c'est-à-dire dans un rapport constant, sont dites proportionnelles. 

En vertu des théorèmes 2 et 3 du premier paragraphe, non-seulement 
le rapport différentiel de deux grandeurs proportionnelles l’une à l'autre 
coïncide avec le rapport constant de ces mêmes grandeurs , mais de plus, 
si le rapport différentiel de deux grandeurs coexistantes est un rapport 
constant , ces deux grandeurs seront proportionnelles l’une à l’autre. D'ail- 
leurs le rapport différentiel de deux grandeurs données À et B est” cer- 
tainement un rapport constant, lorsqu’à deux éléments égaux de l'une 
correspondent toujours des éléments égaux de l’autre. En effet, soient 


NE 


deux valeurs du rapport différentiel de À à B, propres à représenter, 
1° la limite du rapport de deux éléments correspondants 


a et b; 
2° la limite du rapport de deux autres éléments correspondants 


aetrbe 
Si l'équation 


D'REETE 


entraîne toujours la suivante 
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quelque petite que soit la valeur numérique de b, on en conclura 


4 


b’ 


SI 8 


puis, en passant aux limites, 


a! = à. 


On peut donc énoncer le théorème suivant: 


1% Théorème. Deux grandeurs coexistantes sont certainement propor- 
tionnelles l’une à l’autre , lorsqu'à des éléments égaux de l’une correspon- 
dent des éléments égaux de l'autre. 

En s'appuyant sur ce théorème, on peut aisément reconnaitre la pro- 
portionnalité d’une multitude de grandeurs diverses. Donnons à ce sujet 
quelques exemples. 

On sait que la projection orthogonale d'un point sur un axe est le nou- 
veau point où cet axe se trouve rencontré par une droite ou un plan per- 
pendiculaire à l’axe, et qui renferme le point donné. On sait encore que 
la projection orthogonale d’une longueur, ou d’une surface, ou d’un vo- 
lume sur un axe, est la portion de l’axe sur laquelle tombent les projec- 
tions de tous les points renfermés dans cette longueur, cette surface ou ce 
volume. D'autre part il est aisé de s'assurer qu’une longueur mesurée, 
entre deux droites parallèles, ou entre deux plans parallèles dont la dis- 
tance est donnée, sur une nouvelle droite, dépend uniquement de l’angle 
formé par cette droite avec les deux premières ou avec les deux plans, 
ou bien encore, avec un axe qui leur serait perpendiculaire. Donc, par 
suite, une longueur rectiligne se trouvera toujours partagée en éléments 
égaux en même temps que sa projection sur un axe avec lequel elle for- 
mera un angle donné. Donc, en vertu du théorème 1°, on pourra énoncer 
la proposition suivante : 

2° Théorème. Une longueur mesurée sur une droite est toujours propor- 
tionnelle à sa projection orthogonale sur un axe qui forme avec cette droite 
un angle donné. 


IVota. Si l’axe et la droite donnée ne se rencontraient pas, l'angle formé 
par cette droite avec l’a xe sera l’angle qu’elle forme avec un axe parallèle 
mené par l’une de ses extrémités. 

Corollaire. Les angles d’un triangle ne varient pas lorsque la base 
se déplace parallèlement à elle-même; et, dans cette hypothèse, les deux 
autres côtés forment toujours le même angle avec l'axe mené par le som- 
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met perpendiculairement à la base, c'est-à-dire avec l'axe sur lequel se 
mesure la hauteur du triangle; donc ils restent proportionnels à cette 
hauteur qui représente leur projection commune sur l'axe dont il s’agit; 
donc, par suite , ces deux côtés restent proportionnels l’un à l’autre. D'ail- 
leurs des triangles qui offrent des angles égaux peuvent toujours être su- 
perposés en partie l’un à l’autre, de manière à présenter un sommet et 
un angle communs avec des bases parallèles opposées à ce sommet. Donc 
le théorème 2 entraine encore la proposition suivante : 


3° Théorème. Si dans un triangle les côtés varient sans les angles, ces 
côtés resteront proportionnels l’un à l’autre. 

Observons à présent que, si la base d’un triangle commence par se 
déplacer en restant parallèle à elle-même, puis tourne ensuite autour de 
l’une de ses extrémités, le rapport des deux autres côtés commencera par 
demeurer constant, puis ensuite variera, tandis que, l’un de ces côtés 
restant invariable, l’autre changera de longueur. Donc si la base se déplace, 
en cessant d’être parallèle à elle-même, le rapport des deux autres côtés 
variera toujours. Or cette remarque entraine évidemment la proposition 
suivante : 


4° Théorème. Si la base d’un triangle se déplace, de manière que les 
deux autres côtés restent proportionnels lun à l’autre, cette base restera 
nécessairement parallèle à elle-même. 

Du théorème 3, joint au théorème 4, on déduit encore immédiatement 
celui que nous allons énoncer. 


5° Théoreme. Deux rayons vecteurs étant menés d’un centre fixe à deux 
points mobiles, si ces deux rayons varient dans le même rapport, sans 
changer de directions, la distance des deux points mobiles variera dans ce 
même rapport, en restant parallèle à elle-même. 


Considérons maintenant un système quelconque de points ou de figures 
donné dans un plan ou dans Pespace; et d’un centre fixe, arbitrairement 
choisi, menons des rayons vecteurs à tous les points du système. Si ces 
rayons vecteurs varient simultanément dans un rapport donné, on obtien- 
dra un nouveau systéme de points qui correspondront respectivement aux 
points du premier; et les deux systèmes seront précisément ce qu'on appelle 
deux systèmes semblables, le centre fixe étant ce qu’on nomme centre de 
similitude. D'ailleurs, en vertu du 5° théorème, non-seulement la droite 
qui joindra deux points du nouveau système sera parallèle à la droite qui 
joindra les points correspondants du premier; mais de plus les longueurs 
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de ces deux droites seront entre elles dans le rapport donné de deux 
rayons vecteurs correspondants. En conséquence, si l'on nomme points 
homologues les points correspondants, droites homologues les droites qui 
joignent, dans les deux systèmes, les points homologues, et angles 
homologues les angles formés de part et d’autre par des droites homolo- 
gues, on pourra énoncer la proposition suivante : 

G° Théorème. Lorsque deux systèmes de points sont semblables entre 
eux, les angles homologues sont égaux dans ces deux systèmes, et les 
droites homologues proportionuelles. 

Corollaire 1°. Étant donnés trois points situés dans le premier système 
sur une même droite, les trois points homologues seront situés dans le 
second système sur une seconde droite homologue à la première. 

Coroilaire 2°. Étant donné un triangle quelconque formé avec trois 
points du premier système, le triangle semblable, formé avec les trois 
points correspondants du second système, offrira les mêmes angles avec 
des côtés homologues proportionnels. 

Corollaire 3°. Étant donnés quatre points dans le premier système, si 
les trois droites, menées du quatrième point aux trois autres, sont per- 
pendiculaires à un même axe, c'est-à-dire situées dans un même plan, les 
trois droites homologues seront perpendiculaires à un axe homologue, 
c’est-à-dire situées dans un second plan. Donc si un plan renferme divers 
points ou diverses figures qui appartiennent au premier système, un autre 
plan renfermera les points correspondants ou les figures correspondantes 
du second système, et si une courbe donnée est plane, une courbe sem- 
blable sera encore une courbe plane. 

Corollaire 4°. Étant donnée une pyramide triangulaire formée avec 
quatre points du premier système, la pyramide semblable formée avec 
les quatre points correspondants du second système, aura pour faces des 
triangles semblables à ceux qui limitent la première pyramide et disposés 
dans le même ordre. 

Corollaire 5°. Si deux droites sont égales dans le premier système, les 
droites homologues seront égales dans le second système. Par suite, si un 
point est le milieu d’une droite ou le centre d'une figure ou d’une courbe 
plane dans le premier système, le point homologue dans le second sys- 
tème sera le milieu d’une droite homologue, ou le centre d’une figure 
semblable. Par suite encore, si une courbe plane on une surface courbe 
offre un centre, et si les diamètres menés par ce centre sont égaux, la 
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courbe semblable ou la surface semblable jouira des mêmes propriétés. En 
d’autres termes, une courbe semblable à une circonférence de cercle est 
une autre circonférence de cercie, et une surface courbe semblable à la 
surface d’une sphère est une autre surface de sphère. 


Le rapport suivant lequel varient les diverses longueurs rectilignes, 
lorsqu'on passe d’un système de points ou de figures à un système sem- 
blable, détermine ce qu’on nomme l'échelle du second système comparé 
au premier. Ce rapport pourra d’ailleurs être inférieur ou supérieur à 
lPunité, suivant que les dimensions du nouveau système seront inférieures 
ou supérieures à celles du premier. Ainsi, par exemple, ce rapport se- 
rait +, si le nouveau système était construit sur une échelle d’un décimètre 
pour mètre, et au contraire le même rapport serait 10, si le nouveau sys- 
tème était construit sur une échelle d’un décamétre pour un mètre. 


Il est bon d'observer que divers systèmes de points semblables à un 
système donné, peuvent être construits sur une même échelle, à l’aide de 
divers centres de similitude, et après divers déplacements du premier sys- 
tème dans l’espace. Mais, en vertu du 6° théorème, lorsque deux systèmes 
semblables à un troisième seront construits sur une même échelle, Îles 
droites homologues dans ces deux systèmes seront égales. Donc les trian- 
gles semblables formés avec les droites homologues se réduiront à des 
triangles égaux. Pareillement les pyramides triangulaires semblables, for- 
mées avec des arêtes homologues, se réduiront à des pyramides égales, 
et non à des pyramides symétriques, puisque les faces correspondantes 
seront, pour les deux systèmes, disposées dans le même ordre [ 5° théo- 
rème, corollaire 2]. Or, concevons que l’on superpose l'un à l’autre deux 
triangles égaux qui aient pour sommets respectifs trois points du premier 
système et trois points homologues du second. Il est clair qu'a un autre 
point quelconque du premier système se trouvera superposé le point 
homologue du second système, ces deux points pouvant être considérés 
comme les sommets de pyramides égales qui auraient pour bases les deux 
triangles égaux dont il s’agit. Ces conclusions s'étendent évidemment au 
cas même où chacun des nouveaux points se trouverait situé dans le plan 
du triangle correspondant, et où, par suite, chacune des pyramides se 
transformerait en un quadrilatère plan, On peut donc énoncer la proposition 
suivante : 


7° Théorème. Deux systèmes de points, semblables à un troisième, et 
construits sur la même échelle, pourront être superposés l’un à l’autre. 
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Ajoutons, que pour opérer la superposition, il suffit de déplacer l’un des 
deux systèmes , de manière à faire coincider trois points du premier syÿs- 
tème non situés en ligne droite avec les trois points homologues ou cor- 
respondants du second système. 

Jusqu’à présent les grandeurs proportionnelles que nous avons consi- 
dérées étaient des lignes , par conséquent des grandeurs de même espèce. 
Nous allons maintenant appliquer le théorème 1° à des grandeurs pro- 
portionnelles d’espèces diverses que nous passerons rapidement en 
revue. 

Il est aisé de s'assurer que, dans un cercle donné, à deux arcs égaux 
correspondent toujours des angles au centre égaux. Donc le théorème 1° 
entraine la proposition suivante : 


8° Théorème. Dans un cercle donné, un arc variable mesuré sur la cir- 
conférence et l'angle au centre correspondant sont deux grandeurs pro- 
portionnelles. 

Il est encore facile de s'assurer que deux parallélogrammes, ou deux 
prismes, ou deux cylindres construits sur la même base, sont superpo- 
sables, et par conséquent égaux en surface ou en valeur, quand ils offrent 
des hauteurs égales. Donc le théorème 1° entraîne encore les propositions 


suivantes : 
D Théorème. Un parallélogramme construit sur une base donnée offre 
une surface proportionnelle à sa hauteur. 


10° Théorème. Un prisme ou un cylindre construit sur une base donnée 
offre un volume proportionnel à sa hauteur. 

Si un parallélogramme se réduit à un rectangle, alors des deux côtés 
qui aboutiront à un même sommet, et qui mesureront les deux dimen- 
sions de ce rectangle, Pun quelconque pourra être pris pour base, l’autre 
pour hauteur. 

Pareillement, si un prisme se réduit à un parallélipipède rectangle, alors 
des trois côtés qui aboutiront à un même sommet, et qui mesureront 
les trois dimensions de ce parallélipipède, lun quelconque pourra être 
pris pour hauteur. ï 
On peut donc encore énoncer les propositions suivantes : 


11° Z'heoreme. La surface d’un parallélogramme rectangle est propor- 
tionnelle à l’un et à l’autre des deux côtés qui aboutissent a un même 


sommet. 
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12° Théorème. La surface d’un parallélipipède rectangle est propor- 
tionnelle à chacun des trois côtés qui aboutissent à un même sommet. 

On nomme corps homogène un corps dont toutes les parties sont de 
même nature, et qui par conséquent offre partout sous le même volume, 
la même masse et le même poids. Pareillement, une surface matérielle ou 
une ligne matérielle, c’est-à-dire une surface ou une ligne sur laquelle 
une certaine masse se trouve concentrée, est jappelée homogène, lorsque 
des portions égales de la masse ont été concentrées sur des portions égales 
de la surface ou de la ligne. Cela posé, comme des portions égales de masse 
offrent toujours des poids égaux, il est clair que le 1°* théorème entraîne 
encore les propositions suivantes : 

La masse et le poids d'un corps homogène sont proportionnels à son 
volume. 

La masse et le poids d'une surface matérielle homogène , ou d'une ligne 
matérielle homogène, sont proportionnels à l'aire de cette surface ou à la 
longueur de cette ligne. 

On appelle mouvement uniforme un mouvement rectiligne dans lequel 
un point mobile parcourt des espaces égaux en temps égaux , et mou- 
vement uniformément accéléré un mouvement rectiligne dans lequel la 
vitesse croît de quantités égales en temps égaux. Donc, en vertu du théo- 
rème 1°", on pourra encore énoncer les propositions suivantes. 

Un point mobile, doué d'un mouvement uniforme, parcourt dans un 
temps donné un espace proportionnel à ce temps. 

Un point mobile, dont le mouvement est uniformément varié, acquiert 
«dans un temps donné une vitesse proportionnelle à ce temps. 

Lorsqu'un liquide pesant presse une surface plane horizontale, des por- 
tions égales de la surface supportent la même pression. 

Donc, en vertu du théorème 1°, a pression supportée par une surface 
plane et horizontale dans un liquide pesant est proportionnelle à l'aire de 
cette surface. 

Les grandeurs proportionnelles jouissent de propriétés diverses parmi 
lesquelles on doit remarquer celles que nous allons rappeler en peu de 


mots. 
Lorsqu'une grandeur K est proportionnelle à une seule variable æ, le 
rapport 
ss 
Æ 


est constant; et par suite si l’on nomme X la valeur particulière de K qui 
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correspond à x = 1, on aura 


(r) RE 


Supposons maintenant que la grandeur K dépende de deux variables 
æ, y, et soit proportionnelle à chacune d'elles. Alors, si l’on nomme * la 
valeur de K correspondante à 


TE LS Pl 


et X, la valeur que reçoit K lorsque, x restant variable, on pose seu- 
lement 


on aura, en vertu de la formule (1), 


Km x, Ki Tr, 


par conséquent 


(2) Ki ATX T. 


Supposons encore que la grandeur K dépende de trois variables x, y,z, 
et soit proportionnelle à chacune d'elles. Alors, si l’on nomme 


x ou À, ou X, 


la valeur particulière que prend la grandeur K lorsqu'on réduit à l'unité 
les trois variables x, y, z, ou seulement les deux variables y, z, ou enfin 
la seule variable z, on aura, en vertu de la formule(r), 


X,=Ax, À, = X,y, K = X,z, 
“par conséquent 
Supposons enfin que la grandeur K dépende de z variables diverses 


XL, J; Zse.., ; 


et soit proportionnelle à chacune d’elles. Nommons d’ailleurs % la valeur 
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particulière que reçoit la grandeur K quand on suppose toutes les va- 
riables réduites à l'unité. Pour passer de cette hypothèse au cas général, 
en faisant varier successivement x , puis y, puis Z,..., puis #, il suffira, en 
vertu de la formule (1), de multiplier successivement % par x, puis le 
produit obtenu par y, puis le nouveau produit par z,..., et enfin l’avant- 
dernier produit par #. On aura donc définitivement 


(4) REA OCT CCE TS 
ou, ce qui revient au même, 

K | 
(5) 2 Le BAT rar 


Or, en vertu de la formule (4), le rapport de K au produit xyz...1 
sera constant, ou, en d’autres termes, la grandeur K sera proportionnelle 
à ce produit. On peut donc énoncer la proposition suivante : 


13° Théorème. Lorsqu'une grandeur est proportionnelle à plusieurs au- 
tres, elle est proportionnelle à leur produit. 

Cela posé, les théorèmes 11 et 12 entraineront immédiatement les sui- 
vants : 

14° Théorème. La surface d’un parallélogramme rectangle est propor- 
tionnelle au produit de ses deux dimensions, c’est-à-dire au produit des 
deux côtés qui aboutissent à un même sommet, 


15° Théorème. La surface d'un parallélipipède rectangle est proportion- 
nelle au produit de ses trois dimensions, c’est-à-dire au produit des trois 
côtés qui aboutissent à un même sommet. 

Lorsque, dans l’équation (1), la variable x se réduit à une longueur 
mesurée sur une certaine droite, et la grandeur K à la projection ortho- 
gonale de cette longueur sur un axe qui forme avec la droite un angie 
aigu T, la quantité X représente la projection de l'unité de longueur sur 
le même axe, et cette projection est précisément ce qu’on nomme le cosinus 
de l’angle 7. Si l’on trace dans un plan qui renferme la droite, non-seule- 
ment l'axe dont il s’agit, mais encore un second axe perpendiculaire au 
premier, la projection orthogonale de l'unité de longueur sur le second 
axe sera ce qu'on nomme le sinus de l'angle r. Le rapport du sinus au 
cosinus , et le rapport inverse du cosinus au sinus, sont la éangente et la 
cotangente de l'angle r. L’inverse du sinus et l'inverse du cosinus sont la 
sécante et la cosécante du même angle. Le sinus, le cosinus, la tangente, 
la cotangente, la sécante et la cosécante de l’angle Tr, sont les diverses 
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lignes trigonométriques de l'angle +, et s'expriment, comme lon sait, à 
l’aide des notations 


siNT, COST, tANgT, COT, SÉCT, COSÉC T. 


Ces lignes, qui vérifient les formules 


? sin COS FINE I k I 
(6) tanoire—= s COT—= ——, SÈCT = ——, COSÉCT = ——, 
\ se cosr sin 7 cos r sin r 


peuvent devenir négatives, quand l'angle + cesse d’être aigu. [ Voir l’Ana- 
lyse algébrique, Note 1°, page 425, et les Résumés analytiques, 4 li- 
vraison. | 

En vertu de l'équation (1), jointe au 2° théorème du I” paragraphe, la 
quantité désignée par % dans l'équation (r) est tout à la fois le rapport 
constant et le rapport différentiel de K à x. De cette remarque, jointe aux 
définitions qui précèdent, on déduit immédiatement la proposition sui- 
vante : 

16° Théorème. Le rapport constant et le rapport différentiel de la pro- 
jection orthogonale d’une longueur rectiligne sur un axe, à cette longueur 
même, sont tous deux représentés par le cosinus de l’angle aigu que forme 
avec cet axe la droite sur laquelle la longueur est mesurée. 

De la proposition que nous venons d'énoncer, jointe à l’avant-dernière 
des formules (6) et au 6° théorème du $ I”, on déduit encore cet autre 
théorème : 

17° Théorème. Le rapport constant et le rapport différentiel d’une lon- 
gueur rectiligne à sa projection orthogonale sur un axe, sont tous deux 
représentés par la sécante de l'angle aigu que forme avec cet axe la droite 
sur laquelle la longueur est mesurée. 

La projection orthogonale d'un point sur un plan n’est autre chose que 
le pied de la perpendiculaire abaiïssée de ce point sur le plan; et la projec- 
tion orthogonale d’une ligne, ou d’une surface, ou d’un volume sur un 
plan, est la nouvelle ligne ou la surface sur laquelle tombent les projec- 
tions de tous les points de la ligne donnée, ou de la surface donnée, ou 
du volume donné. Ainsi, en particulier, la projection orthogonale d’une 
droite sur un plan sera la nouvelle droite qui renfermera les projections 
de tous les points de la première, ou, ce qui revient au même, la ligne 
d'intersection du plan donné avec un plan perpendiculaire, mené par la 
droite donnée; et si l'on projette sur la nouvelle droite une longueur me- 


({2854) 


surée sur la premiere, la projection obtenue sera aussi la projection de la 
même longueur sur le plan. Enfin lPangle formé par une droite avec un 
plan est précisément l'angle que forme cette droite avec la projection sur le 
plan. Cela posé, les théorèmes 16 et 17 entraînent évidemment les suivants. 

18° Théorème. Le rapport constant et le rapport différentiel de la pro- 
jection d’une longueur rectiligne sur un plan à cette longueur même, sont 
tous deux représentés par le cosinus de l'angle aigu que forme ce plan 
avec la droite sur laquelle la longueur est mesurée. 

10° Théorème. Le rapport constant et le rapport différentiel entre une 
longueur rectiligne et sa projection orthogonale sur un plan, sont tous 
deux représentés par la sécante de l'angle aigu que forme avec ce plan la 
droite sur laquelle la longueur est mesurée. 

Lorsque la grandeur K se réduit à l’unité en même temps que la va- 
riable æ, on a, dans l'équation (1), 


À = 1, 
et par suite cette équation donne simplement 
Risk. 


Donc alors la grandeur K et la variable x se trouvent toujours repré- 
sentées par le même nombre qui sert de mesure à l’une et à l’autre, 
Alors aussi l'on peut dire que l’une des grandeurs est mesurée par l’autre. 
On peut donc énoncer la proposition suivante. 

20° Théorème. Deux grandeurs proportionnelles seront représentées par 
le même nombre, ou, en d’autres termes, l’une sera mesurée par l’autre, 
si ces deux grandeurs, étant de même espèce, se réduisent simultanément 
à l'unité, ou si, l’une et l’autre étant d’espèces différentes, on choisit 
convenablement lunité des grandeurs de première espèce, en prenant 
pour cette unité la grandeur correspondante à l'unité des grandeurs de 
seconde espèce. 

Cela posé, on déduira immédiatement du théorème 8° le suivant. 

1° Théorème. Dans un cercle dont le rayon est l'unité, un angle au 
centre sera représenté par le même nombre que l'arc compris entre ses 
côtés, si l’on prend pour unité d'angle celui qui correspond à l'arc dont 
la longueur est le rayon même. 

Le produit de plusieurs variables x, y, z,..., se réduisant à l'unité 
en même temps que ces variables, on déduit encore des théorèmes 12 
et 20 la proposition suivante. 
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22° Théorème. Une grandeur proportionnelle à plusieurs autres sera 
représentée par leur produit, si parmi les grandeurs de la première espèce 
on prend pour unité la grandeur qu’on obtient quand on réduit chacune 
des autres à l’unité de son espèce. | 

Cela posé, les théorèmes 11 et 12 entraînent les suivants. 

23° Théorème. Si l’on prend pour unité de surface l'aire du carré dont 
le côté est l’unité de longueur, l'aire d’un parallélogramme rectangle sera 
représentée par le produit de ses deux dimensions, c’est-à-dire des deux 
côtés qui aboutissent à un même sommet. 

Corollaire 1°‘. L’aire d’un rectangle dont les côtés sont x et y, est 
représentée par le produit xy. 

Corollaire 2°. L’aire d’un carré dont le côté est x se trouve représentée 
par le produit xx = T°. 

24° Théorème. Si lon prend pour unité de volume le volume du cube 
dont le côté est l’unité de longueur, le volume d’un parallélipipède rec- 
tangle sera représenté par le produit de ses trois dimensions, c’est-à-dire 
des trois côtés qui aboutissent à un même sommet. 

Corollaire 1°". Le volume d’un parallélipipède rectangle dont les côtés 
sont æ, y, Z, est représenté par le produit xyz. Ce volume a donc 
encore pour mesure le produit de l’aire 
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mesurée perpendiculairement à cette face. 


Corollaire 2°. Le volume d’un cube dont le côté est x se trouve re- 
présenté par le produit xxx = xt. 

On déduit immédiatement, comme lon sait, du théorème 23, un grand 
nombre de propositions diverses. Nous nous bornerons à en rappeler 
quelques-unes. 

Un rectangle se trouve divisé par l’une quelconque de ses diagonales 
en deux triangles rectangles égaux, dont chacun a pour côtés ceux du 
rectangie même. Donc, en vertu du théorème 23, on peut énoncer la 
proposition suivante. 

L’aire d’un triangle rectangle est la moitié de l'aire d’un rectangle con- 
struit sur les deux côtés qui compriment l'angle droit ; elle est donc repré- 
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sentée par la moitié du produit de ces côtés. En prenant un de ces côtés 
pour base, on pourra dire que l'aire du triangle rectangle est la moitié 
du produit de sa base par sa hauteur. 

Considérons maintenant un triangle quelconque. l’un des côtés, pris 
pour base, pourra être regardé comme la somme ou la différence des bases 
de deux triangles rectangles , dont les aires offriront pour somme ou pour 
différence l'aire du triangle donné. Donc l'aire du triangle donné sera la 
somme ou la différence des produits qu’on obtient en multipliant la moi- 
tié de sa hauteur par les bases des triangles rectangles. Mais cette somme 
ou différence sera précisément la moitié du produit de la hauteur par la 
somme ou différence des bases dont il s’agit. On peut donc énoncer la pro- 
position suivante. 

25° Théorème. Un côté quelconque d’un triangle étant pris pour base, 
l'aire du triangle a pour mesure la moitié du produit de cette base par 
la hauteur correspondante. 

Corollaire. Un polygone plan pouvant toujours être décomposé en 
triangles, le théorème 25 fournit le moyen de calculer l'aire d’un sem- 
blable polygone. Ainsi, par exemple, un trapèze pouvant être décomposé 
en deux triangles qui offrent la même hauteur, leurs bases étant Les côtés 
parallèles du trapèze, on peut énoncer le théorème suivant. 

26° Théorème. L’aire d’un trapèze a pour mesure le produit de la hau- 
teur par la demi-sonime des côtés parallèles. 

Corollaire 1". Si deux carrés construits avec des côtés différents ont le 
même centre et des diagonales dirigées suivant les mêmes droites, la dif- 
férence de ces deux carrés sera la somme de quatre trapèzes égaux dont 
chacun aura pour côtés parallèles les deux côtés donnés, et pour hauteur 
leur demi-différence. L’aire de chaque trapèze sera donc le produit de la 
demi-somme donnée par leur demi-différence, et le quadruple de ce 
produit, ou l'aire du rectangle construit avec la somme et la différence 
des côtés donnés, représentera la différence entre les aires des carrés 
construits sur ces mêmes côtés. 

Cette proposition est d’ailleurs une conséquence immédiate du théo- 
rème 23. Car si l’on nomme x et X les côtés de deux carrés, on aura 


X'—"x" = (XL — x) (X 4 À). 


Corollaire 2°. Si les deux côtés parallèles d’un trapèze demeurent égaux, 
ce trapeze deviendra un parallélogramme. On peut donc énoncer encore 
la proposition suivante. 
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27° Théorème. L’aire d’un parallélogramme quelconque est le produit 
de l’un des côtés pris pour base par la hauteur correspondante. 

Considérons maintenant deux rectangles, ou deux triangles, ou deux 
parallélogrammes différents. Le rapport de leurs aires sera, en vertu du 
théorème 25, ou 25, où 27, le produit du rapport des bases par le rap- 
port des hauteurs. D'ailleurs, si les deux rectangles, ou triangles, ou pa- 
rallélogrammes sont semblables lun à l’autre, le rapport des hauteurs 
sera équivalent au rapport des bases (6° théorème). Donc alors le carré 
de ce dernier rapport, ou le rapport des carrés des bases, sera le rapport 
des aires, et l'on peut énoncer le théorème suivant. 

28° Théorème. Deux rectangles, ou deux triangles, ou deux paralié- 
logranimes, quand ils deviennent semblables l’un à l’autre, offrent des 
aires proportionnelles aux carrés des côtés homologues. 

Au reste, les principales propositions ici déduites du théorème 23, et 
les propositions analogues auxquelles on parviendrait en partant du théo- 
rème 24, peuvent être facilement démontrées par la considération des 
rapports différentiels, comme on le verra plus tard. 

_ En terminant le présent paragraphe, nous rappellerons une propriété 
fort utile des grandeurs proportionnelles. 

Étant donnés deux systèmes de grandeurs, dont les unes sont pro- 
portionnelles aux autres, pour passer du premier système au second, il 
suffira de multiplier chacune des grandeurs comprises dans le premier 
système par un certain rapport qui sera le même pour toutes. Cela posé, 
si plusieurs grandeurs du premier système sont liées entre elles par une 
équation linéaire, cette équation continuera de subsister, quand on mul- 
tipliera chacun des termes qui la composent par le rapport dont il s’agit, 
ou, ce qui revient au même, quand on passera du premier système au 
second. 

On peut donc énoncer la proposition suivante. 

20° Théorème. Toute équation linéaire qui subsiste entre diverses gran- 
deurs, subsiste aussi entre des grandeurs proportionnelles. 

Corollaire 1%. Ainsi, par exemple, étant donné, avec un premier sys- 
tème de grandeurs, un second système de grandeurs proportionnelles, si 
deux grandeurs du premier système sont entre elles dans un certain rap- 
port, ou si lune de ces grandeurs est la somme ou la différence de deux 
ou de plusieurs autres, on pourra en dire autant des grandeurs correspon- 


dantes du second système. 
Corollaire 2°. L'hypoténuse d’un triangle rectangle étant prise pour base 
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de ce triangle, la perpendiculaire abaissée sur cette base du sommet op- 
posé divise le triangle rectangle en deux autres semblables à lui, qui 
ont pour hypoténuses respectives les deux côtés du premier. Donc, en 
vertu du 28° théorème, les aires des trois triangles seront respective- 
ment proportionnelles aux carrés construits sur l’hypoténuseet surles côtés 
du triangle donné. Mais l'aire de celui-ci sera la somine des aires des deux 
autres. Donc, en vertu du corollaire 2, le carré construit sur l’'hypoté- 
nuse d'un triangle rectangle sera la somme des carrés construits sur Les 
deux côtes. 

Corollaire 3°. Considérons dans un plan donné un centre fixe, un axe 
fixe, et une courbe tracée de manière que les distances d’un point quel- 
conque de la courbe au centre fixe, et à l’axe fixe, soient entre elles dans 
un rapport constant. En vertu des théorèmes 6 et 20, une seconde 
courbe semblable à la première jouira de la même propriété relativement 
à un centre fixe et à un axe fixe tracés dans le plan de cette seconde 
courbe. D'ailleurs, il est aisé de s'assurer que, dans Pellipse, la parabole 
et l’hyperbole, l'excentricité représente constamment le rapport entre les 
distances d’un point de la courbe à l’un des foyers et à une droite cor- 
respondante que l’on appelle la directrice. Il ÿ a plus, cette propriété des 
courbes du second degré suffit pour les définir complétement, et permet 
d’ailleurs de les distinguer facilement les unes des autres, puisque l'excen- 
tricité, nulle dans le cercle, et toujours inférieure à l’unité dans l’ellipse , 
devient équivalente à l’unité dans la parabole, et supérieure à l'unité dans 
l'hyperbole. En conséquence on pourra énoncer la proposition suivante. 

30° Théorème. Une courbe semblable à une ellipse, à une parabole, ou 
à une hyperbole, est une autre ellipse, une autre parabole, ou une autre 
hyperbole, qui offre la même excentricité. 

Corollaire. Une courbe du second degré est complétement déterminée 
quand on connaît avec l’excentricité la distance d’un foyer à la directrice 
correspondante. Si l’on fait varier cette distance, sans altérer l’excentricité, 
la courbe restera semblable à elle-même. Comme pour la parabole en 
particulier, l’excentricité se réduit toujours à l’unité, il est clair que les 
diverses paraboles seront des courbes semblables entre elles, tout comme 
les diverses circonférences de cercle [6° théorème, corollaire 51}: 

Dans un autre Mémoire nous donnerons de nouveaux développements 
aux principes ci-dessus exposés , en les appliquant d’une maniere spéciale 
à l'évaluation des longueurs, des aires et des volumes. 
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SUR LA 


NATURE DES PROBLÈMES 


QUE PRÉSENTE 


LE CALCUL INTÉGRAL. 


Dans l'introduction qui précède mon Analyse algébrique, j'ai dit com- 
bien il était important de donner aux méthodes de calcul toute la rigueur 
qu’on exige en géométrie, de manière à ne jamais recourir aux raisons ti- 
rées de la généralité de l'algèbre. J'ai ajouté que les raisons de cette es- 
pèce tendaient à faire attribuer aux formules algébriques une étendue in- 
définie, tandis que, dans la réalité, la plupart de ces formules subsistent 
uniquement sous.certaines conditions, et pour certaines valeurs des quan- 
tités qu’elles renferment. J'ai observé que la recherche de ces conditions 
et de ces valeurs, entraînant l’heureuse nécessité de fixer d’une manière 
précise le sens des notations diverses, et d'apporter des restrictions utiles 
à des assertions trop étendues, tournait au profit de l'analyse; qu'ainsi, 
par exemple, avant d'effectuer la sommation d’aucune série, j'avais dù 
examiner dans quels cas ces séries peuvent être sommées, ou, en d'autres 
termes, quelles sont les conditions de leur convergence, et que cet exa- 
men m'avait conduit à établir des règles générales de convergence qui pa- 
raissent dignes de quelque attention. 

Les observations que je viens de rappeler ne sont pas seulement appli- 
cables à l'algèbre et à l’analyse algébrique. Elles s'appliquent encore, et à 
plus forte raison, au calcul infinitésimal. Guidé par cette conviction, j'ai 
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cherché, dans l'exposition du Calcul difjérentiel, à concilier la rigueur, 
dont je m'étais fait une loi dans l’Analyse algébrique, avec la simplicité 
qui résulte de la considération directe des quantités infiniment petites. 
Pour cette raison, j'ai cru devoir rejeter les développements des fonctions 
ou séries infinies, toutes les fois que les séries obtenues ne sont pas con- 
vergentes; et Je me suis vu forcé de renvoyer à la fin du Calcul différen- 
tiel la formule de Taylor, que l'illustre auteur de la Mécanique analytique 
avait prise pour base de sa théorie des fonctions dérivées. La bienveillance 
avec laquelle les géomètres ont accueilli mon ouvrage m'a donné lieu de 
croire que je ne m'étais pas trompé en pensant que les principes du calcul 
différentiel et ses applications les plus importantes pouvaient être facile- 
ment et rigoureusement exposés sans l'intervention des séries. 

Si du calcul différentiel on passe au calcul intégral, on obtiendra de 
nouveaux et nombreux exemples des avantages que l’on trouve à bien dé- 
finir les questions, à ne rien laisser de vague ni d’arbitraire dans les noia- 
tions et dans les formules. Ces précautions deviennent alors d'autant plus 
nécessaires que chaque problème de calcul intégral semble, au premier 
abord, être, par sa nature même, un problème indéterminé. En effet, 
l'intégrale d’une expression différentielle ou d’une équation différentielle du 
premier ordre renferme, eomme l’on dit, une constante arbitraire. Pareil- 
lement, plusieurs constantes arbitraires entrent dans les intégrales de plu- 
sieurs équations différentielles du premier ordre, ou d’une équation diffé- 
rentielle d'ordre supérieur. Enfin les intégrales d’une ou de plusieurs 
équations aux dérivées partielles renferment une ou plusfeurs fonctions 
arbitraires. Mais, quand on examine attentivement le rôle que jouent ces 
diverses intégrales dans une question de géométrie ou de mécanique, on 
reconnait bientôt que les constantes et fonctions dont il s’agit deviennent, 
dans chaque question, complétement déterminées. Toutefois, comme elles 
restent arbitraires quand on envisage le problème de l'intégration d’une 
maniere générale et sous un point de vue purement analytique, on avait 
coutume , dans les traités de calcul intégral, de renvoyer la détermination 
de ces constantes ou de ces fonctions après la recherche des intégrales 
générales des expressions différentielles ou des équations proposées. Dans 
mes leçons données à l’École Polytechnique, comme dans la plupart des 
ouvrages ou mémoires que j'ai publiés sur le calcul intégral, j'ai cru devoir 
renverser cet ordre, et placer en premier lieu la recherche non pas des 
intégrales générales, mais des intégrales particulières ; en sorte que la dé- 
termination des constantes ou des fonctions arbitraires ne fût plus séparée 
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de la recherche des intégrales. Alors chaque problème est devenu com- 
plétement déterminé, et c’est surtout cette circonstance qui m’a permis 
non-seulement de simplifier les solutions de problèmes déjà traités par 
d’autres auteurs, mais encore de résoudre des questions qui avaient résisté 
jusque-là aux efforts des géomètres. La marche ou, si l’on veut, la mé- 
thode que je viens de rappeler en peu de mots, me paraît éminemment 
propre à éclaircir les points les plus difficiles de l'analyse infinitésimale; et, 
comme l’illustre géomètre de Kæœnisberg, avec lequel j'en causais il y a peu 
de temps, partage mon avis à cet égard, j'ai pensé qu’il pourrait être utile 
d'indiquer ici diverses applications de cette méthode. Je vais donc entrer 
à ce sujet dans quelques détails. 

Dans les traités de calcul intégral on admettait, sans la démontrer, 
l'existence des intégrales générales des expressions et des équations dif- 
férentielles ; il importait de combler cette lacune. Pour y parvenir, j'ai 
suivi la marche que j'indiquais tout à l'heure; et, avant de prouver qu’à 
toute expression différentielle qui dépend d’une seule variable correspond 
une intégrale ou fonction primitive, j'ai commencé par établir, dans le 
Résumé des leçons données à l'École Polytechnique, lanature des intégrales 
prises entre des limites lonnées ou intégrales définies. Yai démontré par l’ana- 
lyse leur existence, qui pouvait se déduire de considérations géométriques ; 
et, comme ces dernières intégrales peuvent devenir infinies ou indétermi- 
nées, j'ai dû rechercher dans quels cas elles conservent une valeur unique et 
finie. J'ai été ainsi conduit à la théorie des intégrales définies singulières, 
et cette théorie m'a fourni, avec les valeurs d’intégrales déjà connues, 
un grand nombre d’intégrales nouvelles, et même des formules générales 
propres à la détermination des intégrales définies. J'ai été conduit de la 
même manière, non-seulement à reconnaître qu'il existe des intégrales 
indéterminées, mais encore à signaler certaines valeurs de ces intégrales, 
savoir, les valeurs principales qui méritent une attention particulière , et à 
expliquer le phénomène que présentent des intégrales doubles dont la va- 
leur dépend de l’ordre dans lequel on effectue les intégrations; enfin à dé- 
terminer, dans un Mémoire spécial, la nature et les propriétés des intégrales 
définies prises entre des limites imaginaires. D'ailleurs l'existence et la nature 
des intégrales définies étant bien connues, il a été facile d’en conclure l’exi- 
stence des intégrales indéfinies, c’est-à-dire des intégrales qui renferment 
une constante arbitraire. 

C'est aussi, en substituant aux intégrales indéfinies des intégrales prises 
chacune à partir d’une origine fixe, que je suis parvenu, dans le Résumé 
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des Lecons déjà citées, à présenter, sous une forme très-simple, l’'intégra- 

üon d’une fonction différentielle qui dépend de plusieurs variables. 
= C’est en opérant toujours de la même manière que jai réussi, d’une part, 
à simplifier, dans certains cas, la recherche des intégrales correspondantes 
aux équations différentielles très-peu nombreuses que l’on savait intégrer 
en termes finis, spécialement la recherche des intégrales des équations li- 
néaires , et, d'autre part, à établir sur des bases rigoureuses l'intégration 
des équations différentielles de forme quelconque. 

Considérons d’abord, pour fixer les idées, une équation différentielle du 
premier ordre entre une variable indépendante et une fonction inconnue 
de cette variable, et supposons que l’on soit parvenu, soit à séparer les va- 
riables, soit à rendre l'équation intégrable par ie moyen dun facteur. 
Après avoir fait passer tous les termes de l’équation dans le premier mem- 
bre, on pourra immédiatement intégrer ce premier membre, de manière 
qu'il s'évanouisse après l'intégration pour des valeurs particulières corres- 
pondantes des deux variables, et l’on obtiendra ainsi l'intégrale générale, 
dans laquelle l’une ou l’autre de ces deux valeurs particulières, qui pourront 
être arbitrairement choisies, tiendra lieu de constante arbitraire. La même 
observation s'applique à un système d'équations différentielles du premier 
ordre, dont chacune offrirait pour premier membre une différentielle exacte 
d’une fonction de plusieurs variables, le second membre étant réduit à zéro. 
Dans ce cas encore, pour obtenir lesintégrales générales du système, il suffira 
d'intégrer chacun des premiers membres, de manière qu'il s’'évanouisse 
après l'intégration pour des valeurs particulières correspondantes de toutes 
les variables ; et ces valeurs particulières, qui pourront être arbitrairement 
choisies, tiendront lieu des constantes arbitraires. Pour faire mieux saisir 
les avantages qu'offre ce procédé, concevons que l’on se propose d'intégrer 
un système d'équations différentielles linéaires et à coefficients constants, 
dont chacune même pourra offrir un dernier terme qui soit fonction de 
la variable indépendante. En suivant la méthode de d’Alembert, et à l’aide 
de facteurs auxiliaires convenablement choisis, on réduira facilement le pro- 
blème à l'intégration d’une seule équation du premier ordre, et à la résolu- 
tion d’une certaine équation finie que j'ai nommée l'équation caractéris- 
tique. Cela posé, en opérant comme il a été dit ci-dessus, on reconnaîtra 
que, pour obtenir le système des intégrales générales des équations don- 
nées, il suffit d’égaler à zéro une certaine fonction des diverses variables 
x, ÿ, Z,...et de l’inconnue 6 qui doit vérifier l'équation caractéristique, 
puis de réduire successivement l'inconnue Ÿ aux diverses racines de cette 
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dernière équation supposées inégales. Il y a plus: on reconnaîtra encore, 
comme je l'ai observé dans mes Leçons données à l'École Polytechnique, 
que, si l'équation caractéristique acquiert une racine double, triple, qua- 
druple, etc.,..., on doit, en prenant cette racine pour valeur de 8, égaler 
à zéro, avec la fonction dont il s’agit, une ou plusieurs dérivées de cette 
fonction différentiée une ou plusieurs fois par rapport à 0. 

» Si maintenant on considère un système quelconque d'équations diffé- 
rentielles du premier ordre, il ne sera plus généralement possible de les 
intégrer en termes finis. Mais on pourra du moins démontrer l'existence 
des intégrales générales, et même intégrer les équations proposées avec 
une approximation aussi grande que l’on voudra, soit à l’aide de la méthode 
que j'ai donnée dans mes Leçons de seconde année à l’École Polytechnique, 
et que J'ai rappelée dans le ( 1‘* du Mémoire sur l’intégration des équations 
différentielles [2° volume des £xercices d'Analyse et de Physique mathé- 
matique , p. 328], soit à l’aide des principes nouveaux que j'ai développés 
dans ce Mémoire , et qui transforment en méthode rigoureuse le procédé de 
l'intégration par séries. Or, dans l’une et l’autre méthode, les constantes 
arbitraires, que doivent renfermer les intégrales générales d’un système 
d'équations différentielles du premier ordre, se trouvent remplacées par 
des valeurs particulières des inconnues, correspondantes à une valeur par- 
ticulière de la variable indépendante, et par conséquent le problème de 
l'intégration se trouve réduit à un problème complétement déterminé. 

Quant aux équations différentielles ou aux systèmes d'équations diffé- 
rentielles du second ordre, ou d’un ordre plus élevé, on peut toujours, 
comme je l'ai observé dans mes Lecons données à l'École Polytechnique, 
les réduire à des systèmes d'équations différentielles du premier ordre; et, 
pour y parvenir, il suffit d'augmenter le nombre des inconnues primitives 
en prenant pour inconnues nouvelles plusieurs de leurs dérivées, repré- 
sentées chacune par une seule lettre. Cette réduction offre l'avantage de 
rendre les méthodes que je viens de rappeler immédiatement applicables 
à l'intégration d'équations différentielles d’un ordre supérieur au premier, 
et de simplifier ainsi la théorie de cette intégration. Pour s'en convaincre, 
il suffit de considérer une équation différentielle linéaire et à coefficients 
constants, qui soit d’un ordre supérieur au premier, et qui renferme un 
dernier terme représenté par une fonction de la variable indépendante. 
On sait que Lagrange à intégré cette équation différentielle, en ramenant 
l'intégration à la résolution d’une équation finie que nous nommerons en- 
core l'équation caractéristique ; mais la méthode employée par l'illustre 
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géomètre exige d'assez longs calculs lorsque le terme variable dont nous 
avons parlé ne s’évanouit pas, et ces calculs deviennent encore plus 
compliqués, quand l’équation caractéristique offre des racines égales. 
Au contraire, l'intégration de l'équation traitée par Lagrange, où même 
d’un système d'équations linéaires à coefficients constants d’un ordre quel- 
conque , et dont chacune offrirait un dernier terme fonction de la variable 
indépendante, s'effectuera trés-facilement si lon commence par réduire 
cette équation ou ce système d'équations à un système d'équations du pre- 
mier ordre, en augmentant, comme on l’a dit, le nombre des inconnues. 
Alors aux constantes arbitraires, que doivent renfermer les intégrales gé- 
nérales, se trouvent substituées des valeurs particulières correspondantes 
des inconnues primitives et des inconnues nouvelles, ou, ce qui revient 
au même, des valeurs particulières simultanément acquises par les incon- 
nues primitives et par celles de lenrs dérivées que ne détermine point le 
système des équations différentielles (*). 


Le principe que je viens d'exposer s'applique avec un égal succes à l’in- 
tégration des équations aux dérivées partielles. Concevons d’abord, pour 
fixer les idées, qu'il s’agisse d'intégrer une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre, entre une certaine inconnue et plusieurs variables in- 


(*) Déjà depuis longtemps on avait remarqué qu’il peut être avantageux, dans cer- 
tains cas, de remplacer les constantes arbitraires introduites dans les intégrales des 
équations différentielles par des valeurs particulières des variables et de leurs dérivées. 
C’est ainsi, par exemple, que, pour obtenir l’intégrale d’une équation linéaire du se- 
cond ordre, dans le cas où les deux racines de l’équation caractéristique deviennent 
égales entre elles, M. Lacroix (Calcul différentiel, tome IT, page 320) comimence par 
exprimer les deux constantes arbitraires comprises dans l’intégrale générale en fonc- 
tion de deux valeurs correspondantes de l’inconnue et de sa dérivée. 11 y a plus: on 
avait remarqué que les valeurs particulières des inconnues et de leurs dérivées s’intro- 
duisent naturellement à la place des constantes arbitraires on des fonctions arbitraires 
dans les développements des intégrales en séries. Mais on avait fait peu d’applications 
de la première remarque; et, pour que les conclusions que l’on tirait de la seconde de- 
vinssent rigoureuses , il fallait prouver que les séries obtenues étaient convergentes, au 
moins pour des valeurs des variables indépendantes renfermées entre certaines limites. 
Enfin, pour que l’emploi des séries même convergentes ne laissât aucun doute sur la na- 
ture des approximations, il fallait pouvoir assigner des limites aux erreurs que l’on 
commettait en arrêtant chaque série après un certain nombre de termes. On parvient 
à ce double but à l’aide du nouveau calcul que j’ai nommé calcul des limites. (Noir le 
Mémoire déjà cité sur l’/ntégration des Équations différentielles.) 
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dont la dernière £ pourra être censée représenter le temps. L'intégrale 
cherchée pourra renfermer une fonction arbitraire, et par suite l’intégra- 
tion de l'équation proposée, considérée sous un point de vue pie 

sera un problème indéterminé. Maisil importe d'observer, 1° que la valeur 
particulière de l’inconnue correspondante à une valeur particulière du 
temps £ sera nécessairement une fonction des autres variables indépen- 
dantes; 2° que l’équation donnée ne fixe en aucune manière la forme de 
cette fonction, et qu'après avoir choisi cette forme arbitrairement, on 
pourra toujours intégrer l'équation dont il s’agit. On pourra donc assujettur 
l’inconnue, non-seulement à vérifier l'équation proposée aux dérivées par- 
üelles, mais encore à se réduire, pour une valeur donnée du temps é, à une 
fonction donnée des autres variables indépendantes x,7,2, -..; et nous 
devons ajouter aw’alors le problème de l'intégration deviendra compléte- 
ment déterminé. Or, cette seule considération fournit le moyen de lever 
entièrement les difficultés qui avaient arrété les géomètres dans la re- 
cherche de l'intésrale générale d’une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, lorsque cette équation renfermait plus de deux variables 
indépendantes , et c’est en substituant ainsi à un problème qui paraît in- 
déterminé de sa nature un autre problème complétement déterminé, que 
je suis parvenu, dans le Bulletin de la Société Philomatique de janvier 
et février 1819, à faire dépendre l'intégration d’une équation quelconque 
aux dérivées partielles du premier ordre, de l'intégration d’un seul sys- 
tème d’équations différentielles du même ordre. 

Considérons maintenant un système quelconque d'équations aux dé- 
rivées partielles du premier ordre. Il ne sera plus généralement pos- 
sible de ramener leur intégration à celle d’un système d'équations diffé- 
rentielles du même ordre. Mais si, dans le système proposé, chaque équa - 
tion est linéaire au moins par rapport aux dérivées partielles des incon- 
nues, on pourra démontrer l’existence des intégrales générales, et même 
intégrer les équations avec une approximation aussi grande que l’on vou- 
dra,en développant les intégrales en séries, et fixant, non-seulement les 
règles de convergence des séries obtenues, mais encore les limites des 
restes, à l'aide des principes développés dans le Mémoire déjà cité sur 
l'intégration des équations différentielles, c’est-à-dire à l’aide du caleul 
des limites. D'ailleurs, dans les divers développements, les fonctions arbi- 
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traires introduites par l'intégration se trouveront encore remplacées par 
des fonctions qui devront être censées connues, savoir, par des valeurs 
particulières attribuées aux diverses inconnues, et correspondantes à une 
valeur donnée de l’une des variables indépendantes. 

Si les équations proposées aux dérivées partielles cessaient d’être li- 
uéaires par rapport aux dérivées des inconnues, ou si ces mêmes équations 
n'étaient plus du premier ordre, mais d’un ordre quelconque, alors, pour 


revenir au cas précédent, il suffirait d'employer un artifice d'analyse sem 


blable à celui par lequel nous avons réduit l'intégration des équations diffé- 
rentielles d'ordre quelconque à l'intégration des équations différentielles 
du premier ordre. 

Au reste, je développerai, dans plusieurs nouveaux articles, les appli- 
cations diverses des principes généraux que je viens d'établir. 


MÉMOIRE 


SUR 


L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


DU PREMIER ORDRE. 


Lagrange a donné, en 1779, une méthode propre à fournir l'intégrale 
générale d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre, dans le 
cas où cette équation est linéaire par rapport aux dérivées qu’elle renferme. 
D'ailleurs, dès l’année 1772, le même géomètre avait prouvé que l’intégra- 
tion d’une équation quelconque à trois variables, et aux dérivées partielles 
du premier ordre, pouvait être ramenée à la recherche d'une intégrale 
particulière d’une équation linéaire du même ordre à quatre variables, 
savoir, d’une intégrale qui renferme une constante arbitraire. En effet, 
cette intégrale particulière de l’équation à quatre variables fournit, pour 
l’équation à trois variables, une intégrale correspondante, appelée solution 
ou intégrale complete, qui renferme deux constantes arbitraires, et La- 
grange a fait voir que, pour déduire de cette intégrale complete l'intégrale 
générale de l'équation à trois variables, il suffit de substituer à la dernière 
des deux constantes arbitraires une fonction arbitraire de la première, puis 
de différentier, par rapport à celle-ci, l'intégrale complète, puis enfin d’éli- 
miner la premiere constante entre l'intégrale complète et la nouvelle équa- 
tion ainsi obtenue. 

D'autre part, comme Charpit l’a remarqué dans un Mémoire présenté à 
l’Institut en 1784, on peut à volonté déduire de la méthode donnée par 
Lagrange en 1759, ou l'intégrale générale d’une équation linéaire à quatre 
variables, ou simplement une intégrale particulière qui renferme une 


à 


=. à à LE 3 2 
RE Sr À 0 à mp 


Ne 


( 239 ) 


constante arbitraire. Il est donc facile de concevoir comment, en s’ap- 
puyant sur les principes établis par Lagrange, Charpit est parvenu à inté- 
grer généralement toute équation du premier ordre à trois variables, c’est- 
à-dire, toute équation du premier ordre qui renferme avec deux variables 
indépendantes une inconnue et ses dérivées partielles du premier ordre. 
Lagrange lui-même a cherché depuis à lever les difficultés que l’on ren- 
contrait quand on voulait déduire l'intégrale générale d’une semblable 
équation , non plus d’une intégrale particulière, mais de l'intégrale géné- 
rale de l'équation linéaire à quatre variables. Au reste, après de nouvelles 
recherches des géomètres sur le même sujet, les difficultés dont il s’agit ont 
fini par disparaître complétement. Ajoutons que, parmi les diverses mé- 
thodes à l’aide desquelles on est parvenu à intégrer l'équation du premier 
ordre à trois variables, on doit distinguer la méthode de M. Ampère, 
fondée sur le changement d’une seule variable indépendante. 

Charpit essaya d’étendre aux équations qui renferment avec une seule 
inconnue plus de deux variables indépendantes, la méthode qui l'avait 
conduit à l'intégration des équations à trois variables. Mais il rencontra 
des difficultés qui ne lui permirent pas de résoudre complétement la ques- 
tion. Plus tard , en 1814, MM. Pfaff parvint à une solution exacte et rigou- 
reuse ; mais la méthode qu'il proposa ramenaïit en général l'intégration d’une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre à l'intégration de plu- 
sieurs systèmes d'équations différentielles. J'ai démontré le premier que la 
question dont il s’agit pouvait être réduite à l’intégration d’un seul système 
d'équations différentielles, de celles-là mêmes auxquelles on arrive en sui- 
vant la méthode de Charpit. Telle est en effet la conclusion à laquelle je 
suis parvenu dans une Note que renferme le Bulletin de la Société Philo- 
matique pour l’année 1819 (voir les livraisons de janvier et février 1819). 
M. Jacobi, qui ne connaissait pas cette Note, ayant été conduit, par la lec- 
ture du Mémoire de M. Pfaff et d’un Mémoire de M. Hamilton sur les for- 
mules de la dynamique, à examiner de nouveau la question , est arrivé à la 
mème conclusion que moi. Seulement, en intégrant le système des équa- 
tions différentielles substitué à l'équation proposée, il a tiré immédiatement 
de ce système, non plus l'intégrale générale, mais une intégrale complète 
de cette équation, c'est-à-dire une intégrale particulière qui renferme 
autant de constantes arbitraires qu'il y a de variables indépendantes. 
Cette intégrale complète, dont l’existence avait été déjà constatée par La- 
grange et par moi-même dans divers cas particuliers , est précisément celle 
que l’on tire du système des équations différentielles en cherchant à éta- 
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blir une relation entre les variables de l'équation proposée et des valeurs 
particulières, mais correspondantes, de ces mêmes variables. D'ailleurs, 
cette intégrale complète étant formée, on en déduit aisément l'intégrale 
générale. J’ajouterai que la formule à l’aide de laquelle M. Jacobi a dé- 
montré généralement l'existence de l'intégrale complète dont nous venons 
de parler se déduit d’une certaine équation différentielle donnée par 
M. Pfaff, ou plutôt de l'équation finie que M. Jacobi en a tirée par l’in- 
tégration, et que J'avais déjà obtenue moi-même dans le Bulletin de la So- 
ciété Philomatique. M. Binet a fait voir dernièrement qu’à l’aide du calcul 
des variations, on pouvait simplifier la recherche de cette formule, et à la 
remarque de M. Binet j'en ai joint une autre, savoir, que de la formule 
dont il s’agit on peut immédiatement déduire le système des équations 
propres à représenter l'intégrale générale, telle que je l’avais obtenue dans 
la Note de 1819. 

Dans le premier paragraphe de ce Mémoire, je reproduirai la méthode 
que j'ai appliquée, dans le Bulletin de la Société Philomatique , à V'inté- 
gration des équations aux dérivées partielles du premier ordre. On recon- 
naîtra que le succès de cette méthode, à l’aide de laquelle j'ai pu surmonter, 
dans tous les cas, les difficultés que la question avait présentées aux géo- 
mètres, tient surtout à ce que le problème de l'intégration , indéterminé de 
sa nature quand on le considère sous un point de vue général, devient ici 
complétement déterminé. Pour le rendre tel, il m'a suffi de mettre au 
nombre des données du problème la fonction à laquelle se réduit linconnue 
pour une valeur particulière de l’une des variables indépendantes, et de 
substituer cette fonction, qui d’ailleurs peut être arbitrairement choisie, à 
la fonction arbitraire que doit renfermer lintégrale générale de l'équation 
proposée. 

Dans le second paragraphe, après avoir reproduit, à l’aide du calcul des 
variations, la formule à laquelle sont parvenus MM. Binet et Jacobi, je 
montrerai comment cette formule peut être appliquée à la recherche non- 
seulement d’une intégrale complète de l’équation donnée, mais encore de 
l'intégrale générale, ou plutôt du système d'équations qui représente cette 
intégrale. 
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Ÿ 1%. Recherche de l’intégrale générale d’une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre. 


Jusqu'à présent, 1l n’est aucun traité de calcul différentiel et intégral où 
lon ait donné les moyens d'intégrer complétement les équations aux dé- 
rivées partielles du premier ordre, quel que soit le nombre des variables 
indépendantes. M'étant occupé, il y a plusieurs mois (1), de cet objet, 
je fus assez heureux pour obtenir une méthode générale propre à remplir 
le but désiré. Mais, après avoir terminé mon travail, j'ai appris que M. Pfaff, 
géométre allemand, était parvenu de son côté aux intégrales des équations 
ci-dessus mentionnées, Comme il s’agit ici d’une des questions les plus im- 
portantes du calcul intégral, comme d’ailleurs la méthode de Pfaff est diffé- 
rente de la mienne, je pense que les géomètres ne verront pas sans intérêt 
une analyse abrégée de l’une et de l’autre. Je vais d’abord exposer la 
méthode dont je me suis servi, en profitant, pour simplifier l'exposition, 
de quelques remarques faites par M. Coriolis, ingénieur des ponts et chaus- 
sées, et de quelques autres qui me sont depuis peu venues à l'esprit. 

Supposons en premier lieu qu'il s'agisse d'intégrer une équation aux dé- 
rivées partielles du premier ordre à deux variables indépendantes. On a 
déjà, pour une intégration de cette espèce, plusieurs méthodes différentes, 
dont l’une (celle de M. Ampère) est fondée sur le changement d’une seule 
variable indépendante, La méthode que je propose, appuyée sur le même 
principe dans l'hypothèse admise, se réduit alors à ce qui suit, 

Soit 

(1) HICMAN fer NE rl ie 


l'équation donnée, dans laquelle x et # désignent les deux variables in- 
dépendantes, æ la fonction inconnue de ces deux variables, et p, s les 
dérivées partielles de & relatives aux variables x et £. Pour que l'on puisse 
déterminer complétement la fonction cherchée &æ, il ne suffira pas de sa- 


(1) On ne doit pas oublier que ce qu’on va lire a été écrit en l’année 1818 ou 1819, 
et que le premier paragraphe du présent Mémoire offre le texte même de la Note pu- 
bliée au commencement de l’année 1819, dans le Bulletin de la Société philomatique. 
Toutefois, pour rendre les notations du premier paragraphe pareilles à celles du second, 
nous avons changé la forme de quelques lettres, et, suivant notre usage, nous indi- 
quons ici Ja dérivée d’une fonction, prise par rapport à une variable indépendante, à 
l’aide de la lettre D au bas de laquelle nous plaçons cette variable mêine. 


2, 
Ex. d’An. et de Ph. math., T. AL, (20 livr.) 22 
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voir qu'elle doit vérifier l'équation (1); il sera encore nécessaire qu’elle 
soit assujettie à une autre condition, par exemple, à obtenir une certaine 
valeur particulière fonction de x pour une valeur donnée de la variable £. 
Supposons en conséquence que la fonction &æ doive recevoir, pour é=T, 
la valeur particulière f(x); la fonction p ou la dérivée partielle de &, dif- 
férentiée par rapport à x, recevra dans cette hypothèse la valeur f(x). 
Dans la même hypothèse, la valeur générale de sera, comme l’on sait, 
complétement déterminée. Il s'agit maintenant de calculer cette valeur : on 
y parviendra de la manière suivante. 

Remplacons x par une fonction de # et d’une nouvelle variable indé- 
pendante £Z. Les quantités &:, p, s, qui étaient fonctions de x et de t£, de- 
viendront elles-mêmes fonctions de £ et de £, et l’on aura, en différen- 
tiant dans cette supposition : 


(2) De = s + pDx, 
(3) D;œ = pD: x. 


Si l’on retranche l’une de l’autre les deux équations précédentes, aprés 
avoir différentié la première par rapport à £ et la seconde par rapport 
à 4, on en conclura 


(4) Ds == D,pD;x ET D,x D: p. 
Si de plus on désigne par 
Xdx + Tdt + Tdæ + Pdp + Sds 


la différentielle totale du premier membre de l'équation (1), on trouvera, 
en différentiant cette équation par rapport à €, 


(5) XDex + DD;œ + PD:p + SDes = 0, 
et par suite, en ayant égard aux équations (3) et (4), 
(6) (X + pU + SD,p) Dex + (P — SD,x) Dépi==#0; 


Observons maintenant que, la valeur de x en fonction de # et de £ étant 
tout à fait arbitraire, on peut en disposer de manière à ce qu’elle vérifie 
l'équation 


(7) P — SD,x = 0, 


s PUIS SE ; ; 1% 


(243) 

et qu’elle se réduise à £ (*) dans la supposition particulière 4 = +. La 
valeur de x en t'et £ étant choisie comme on vient de le dire, les va- 
leurs particulières de & et de p correspondantes à 4 = Tr, savoir, f(x) 
et f'(x), deviendront respectivement F(£) et f'(£). Représentons ces 
mêmes valeurs par w, @; on aura 


(8) wo = F(£), DIN (5). 


Quant à la formule (6), elle se trouvera réduite par équation (7) à 
(X + pl + SD,p; Dex = 0, 


et comme, x renfermant £ par hypothèse, D:x ne peut être constamment 
nul, la même formule deviendra 


(9) X + pli + SD,p = o. 


Cela posé, l'intégration de l'équation (1) se trouvera ramenée à la ques- 
tion suivante : Trouver pour x, @, p, s, quatre fonctions de t et de €, 
qui soient propres à vérifier les équations (1), (2), (3), (7), (9). et dont 
trois, savoir, x, @, p, se réduisent respectivement à £, w,®, dans la sup- 
posiuion t = T. 

Nous ne parlons pas de l'équation (4), parce qu'elle est une suite né- 
cessaire des équations (2) et (5). Quant à la valeur particulière de s cor- 
respondante à & == +, elle n’entrera pas dans les valeurs générales de 
x, æ;, P, $, déterminées par les conditions précédentes. Si on la désigne 
par ç,elle se déduira de la formule 


(10) HAPACET, COPDE NS lue Lo 


Il est essentiel de remarquer que les valeurs générales de x, æ, p,s en 
fonction de # et de £ resteront complétement déterminées si, parmi les 
conditions auxquelles elles doivent satisfaire, on s’abstient de compter la 
vérification de l'équation (3). Cette dernière condition doit donc être une 
conséquence immédiate de toutes les autres. Pour le démontrer, suppo- 
sons un instant que , les autres étant vérifiées, les deux membres de l’é- 


(*) Nous supposions ici que la valeur £ de x, correspondante à 1 — 7, se réduit à 
la nouvelle variable indépendante. Mais cette réduction n’est pas nécessaire, et l’on 
peut tirer de la supposition contraire des conséquences qui méritent d’être remarquées, . 
comme on le verra ci-après. : 


32% 
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quation (3) soient inégaux. La différence entre ces deux membres ne pourra 
être qu’une fonction de £ et de £. Soit 1 cette fonction, et à ce qu'elle de- 


vient pour £= T. On aura 


(ri) 


On trouvera par suite, au lieu des équations (3) et (4), 

( Dem — pDix + I, 

Ne) Des = D,pDsx — D,xD;p + Di, 
puis, au lieu de l’équation (6), la suivante 


(13) (X + pl + SD,p) Dex + (P — SD,x) Dep + I + SDI = 0. 


Cette dernière sera réduite par les équations (7) et (9), que l’on suppose 
vérifiées, à 


(14) OI + SD,I = 0. 


| Li D:œ EEE pDEx , 
—= D;o — QDE = p —® = 0. 


; 


se f ° 4 I . 
En l’intégrant et considérant 3 comme une fonction de # et de £, on trou- 


vera (*) 


(15) 
et par suite, en ayant égard à la seconde des équations (11), on aura gé- 
néralement 

(16) 12% 


Les deux membres de l'équation (3) ne sauraient donc être inégaux dans 


(*) Comme on le voit, la formule (15) se déduit uniquement des équations (1), (2), 
(7), (9) et de leurs intégrales qui renfermeront généralement, avec les inconnues 


T,; w) P»: S 
considérées comme fonctions des deux variables #, £, les quantités 
e, @; ®, 


c'est-à-dire les valeurs particulières de x, &æ, p, correspondantes à &=7. Donc la 


fonction 


et sa valeur particulière 
i —= Do — @ D; £ , 


correspondante à = 7, continueront de vérifier les formules (15) dans le cas même où, 
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l'hypothèse admise. On doit en conclure que les quantités &, @æ, p, s satis- 
feront à toutes les conditions requises, si ces quantités, considérées 
comme fonctions de £, vérifient les équations (1), (2), (7), (9), et si de 


plus 
XL; @, P 


se réduisent respectivement à 


£, © —{(E), età p —{f"(£), 


les valeurs générales des inconnues 
TG DAS 
étant fournies par les intégrales des équations (1), (2), (7), (9), les quantités 
£, ®, ? 


ne seraient plus assujetties aux conditions (8), et où, par suite, #, Î cesseraient de 
s’évanouir. 


Si l’on pose, pour abréger, 


la formule (15) deviendra 


Si la nouvelle variable indépendante et la valeur de x correspondante à 4=7 étaient 
supposées distinctes et représentées par deux lettres différentes &, %, alors on devrait 
remplacer l’équation (3) par la suivante, 


D,z—pD,xz—=o, 


que l’on réduirait encore à la formule (16), en prenant 


T=D,z—pD,x. 


Alors aussi, en considérant, dans les intégrales des équations (1), (2), (7), (9), les 


quantités 
£, CE 


comme des fonctions de «, on obtiendrait encore la formule (15), ou 
i="O#, 


la lettre z désignant toujours la valeur de I correspondante à 1 — +, et par consé- 
quent celle que fournit l’équation 


t—D,0— D, E. 
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pour = r. Il est inutile d'ajouter que s doit obtenir, dans la même sup- 
position la valeur £; en effet, cette valeur particulière ne sera pas comprise 
dans les intégrales des équations (1), (2), (7), (9), attendu qu'aucune de 
ces équations ne renferme D,5. 

Si dans l'équation (2) on substitue la valeur de D,x tirée de l’équa- 
tion (7), on trouvera 


P Pp + Ss 
(17) De ES Rs PER 
De plus, si l'on différentie l'équation (r) par rapport à £#, on obtiendra la 
suivante 
(18) T + XD;x + IDeæ + PD,p + SD,s= 0, 


que les valeurs de D,x, Dæ, D,p, tirées des formules (7), (19) et (9), 
réduisent à 


(r9) T' + SI + SD,s — o. 


Cela posé, on pourra substituer l'équation (17) à l'équation (2), et l’é- 
quation (19) à l’une des équations (1), (17), (7), (9). Si d’ailleurs on ob- 
serve que, dans le cas où l’on considère x, @, p, s comme fonctions de £ 
seulement, on peut comprendre les équations (7), (9), (17) et (19) dans 
la formule algébrique 
dt dx dæ dp ds 
(20) OR SE TO ENST rs 
S P Pp + Ss X + pli LE + st 
on conclura définitivement que, pour déterminer les valeurs cherchées des 
quantités 
LT, ©, P,S; 
il suffit de les assujettir à quatre des cinq équations comprises dans les 
deux formules 
FRR T.1p. 0) — 0, 
(23) dt" dr. NIMES Cr UNIES ds 
S "Ps HR PIE SRE X +pli T + 51? 
et à recevoir, pour t = T, les valeurs particulières 
£, ©; @; 6 


dont les trois dernières sont déterminées en fonction de la première par 
les équations (8) et (10). 
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Supposons, pour fixer les idées, qu'à l’aide de l'équation 
RAR NAT D SES 0 


on élimine s des trois équations comprises dans la formule 
dt dx dæ * dp 


22 = Se ——— = — ÿ 

( ) S P Pp + Ss X + pl 

En intégrant ces trois dernières, on obtiendra trois équations finies qui 
renfermeront avec les quantités 


lt, X, æ, P: 


les valeurs particulières représentées par 
PE VNECENNNNE). 


Si, après l'intégration, on élimine p, les deux équations restantes ren- 
fermeront seulement, avec les quantités variables £, x, & et la quantité 
constante T, la nouvelle variable £ dont l'élimination ne pourra s’effec- 
tuer que lorsque l’on aura assigné une forme particulière à la fonction ar- 
bitraire désignée par f. Quoi qu’il en soit, le système des deux équations dont 
il s'agit pourra être considéré comme équivalent à l'intégrale générale de 
l'équation (1) [*]. 


[*] La règle que nous donnons ici pour la recherche de l’intégrale générale de l’équa- 
tion (1) peut s’énoncer comme il suit : 

Éliminez s de la formule (22) à l'aide de l’équation (1); alors les trois équations dif- 
férentielles comprises dans la formule (22) ne renfermeront plus que les seules in- 
connues | 

T;, @, P; 
considérées comme fonctions de la variable indépendante t. [ntégrez ces trois équa- 
tions de manière que, pour t = 7, on aït 


Mit: F—w, pp, 


puis éliminez p entre les trois intégrales. Vous obtiendrez deux équations finies, dans 
lesquelles entreront seulement 


IS EMA MITI 278 O: 


Cela posé, il ne restera plus qu’à éliminer & entre ces deux équations finies, jointes aux 
formules 
/ 
o —T(E), ge = [(E), 
pour arriver immédiatement à l'intégrale générale de l'équation (1). 
Il est bon d’observer que, la fonction f(x) pouvant être arbitrairement choisie, les 
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Comme, dans tout ce qui précède, on peut substituer la variable £ à la 
variable x, et réciproquement, il en résulte que les intégrales des équa- 
tions (21) fourniront encore la solution de la question proposée, si lon 
considère, dans ces intégrales, £ comme constante, Tr comme une nou- 
velle variable que l’on doit éliminer, et ©, @, s comme des fonctions de 
cette nouvelle variable déterminées par des équations de la forme 


(23) © —f(r), ss = f"(r), 
(24) LE CA QE EN nn 2 a 
formules 


LA 

of),  e=f"(E) 
présentent simplement des valeurs de , @ propres à vérifier la condition 
D; — 0, ou 

(a) 1 == 0r 
à laquelle se réduit, pour t= r, la condition (3) ou (16), savoir, 

(b) + M 
Il devait en être ainsi, puisque, suivant une remarque déjà faite, le changement de 
variable indépendante ramène l’intégration de l'équation (1), considérée comme une 
équation aux dérivées partielles, à l'intégration des équations simultanées (1), (2), 
(7); (9) entre les inconnues 

TX; 7; D, $;, 


considérées comme fonctions de £, et à la vérification de la condition (16) ou (b), qui se 
déduit elle-même de la condition (a), en vertu de la formule (15), ou 


(c) T6; 


Si la nouvelle variable indépendante et la valear de x correspondante à 4 — + étaient 
supposées distinctes et représentées par deux lettres différentes 2, Z, alors on devrait 
remplacer l’équation (a) par la suivante, 


Der pD,z—0, 
que l’on réduirait encore à la formule (16) ou (b) en posant 
[=D,e—pD, x. 


Alors aussi, en considérant, dans les intégrales des équations (1), (2), (7), (0), les 
quantités 

£, ©, @ 
comme des fonctions de «, on obtiendrait encore la formule (15) ou (c}, de laquelle 
on conclurait encore que, pour satisfaire à la condition (3) cu (b), il suffit de vé- 
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A ppliquons les principes que nous venons d'établir à l'intégration de 
l'équation aux différences partielles 


(25) PS xt = où 


On aura, dans cette hypothèse, 


PE SM SE DT PS 6, Lt SET ON T4) 
et par suite la seconde des formules (21) deviendra 
dia date de 1 dpi" ds. 
Hulbnn VE ter Un a N'ES x! 
ou , si l’on réduit toutes les fractions au même dénominateur ps = xt, 
pour le supprimer ensuite, 
(26) ST pe EN GE CES RUN ENS. 


rifier la condition (a). Mais, comme on aurait 
=D, —ç@D,6, 
on pourrait vérifier la condition (a) ou 
D,o—@D,i=0o, 
soit en prenant, comme ci-dessous, 
asile) nie = f(E), 


soit en supposant ° 
DR D 0, 


c’est-à-dire, en supposant w et £ constantes et indépendantes de la variable «. D’ail- 
leurs, dans cette dernière supposition, l'élimination de & entre les deux équations 


finies qui renferment 


L, LT, pyritE 94, © 


se réduira simplement à l’élimination de g; et les conditions (a), (b), étant vérifiées, 
entraineront la vérification de l’équation (1), considérée comme une équation aux dé- 
rivées partielles. On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 

L’élimination de p et de @ entre les trois intégrales tirées de la formule (22), pro- 
duira une équation résultante qui sera une intégrale de l'équation (1). 

L'intégrale dont il s’agit ici est non plus l'intégrale générale de l’équation proposée, 
mais seulement une intégrale particulière qui renferme deux constantes arbitraires », £. 

Si l’on voulait déduire cette intégrale particulière de l'équation z = 0, présentée sous 
la forme 


(d) O—= D;o, 
il suffirait d'observer que, dans le cas où l’on substitue à la variable indépendante £ 
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On tire successivement de la formule précédente 


d. l d d 
(27) hi =, s == _ daæ — Lotdt = laxdx, 


puis , en intégrant et ayant égard à l'équation de condition @g;: = &r, 


REX PB2RT 

(28) F vs 2e © LAN 
(œ —o= (rs) =$(x—E# 

(29) d z à 
| SAUT HE) = - (x —E£?), 


Si l’on multiplie l’une par l’autre les deux valeurs de & — « que fournit 
l'équation (29), on aura 


(30) Le nn (rte) Cr). 
En joignant cette dernière à l’équation (29) mise sous la forme 
(31) (æ — m)p —=(t" — T°)£, 


et remplaçant æ par (F£), ® par f'(£), on trouvera pour les deux for- 


et qu’en conséquence l'équation (d) peut être généralement remplacée par la suivante : 
D, « 

® —= = . 

D, & 


Or cette dernière se vérifie quand « et £ deviennent indépendants de «, attendu que le 
second membre se présente sous la forme 2. 

Lorsqu'une fois on a obtenu l'intégrale particulière qui renferme les deux cons- 
tantes arbitraires &, £, alors, pour arriver à l'intégrale générale, il suffit de poser, 


suivant la méthode de Fagrange, 
NES F(E) ; 


puis de joindre à l’intégrale particulière sa dérivée prise par rapport à #, et enfin d’éli- 
miner & entre l’une et l’autre équation. 

C’est pour cette raison que l’intégrale générale de chacune des équations (25) et (36) 
peut être représentée par le système de deux équations finies, dont la seconde est la 
dérivée de la première différentiée par rapport à £. 


Cdt) 
mules dont le systeme doit représenter l'intégrale générale de léqua- 
tion CP 
(32) CREME Ge EEE rt), 
Le ÉŒITE) ZE — TUÉ 


Dans ces deux dernières formules, Tr désigne une constante choisie à 
volonté, et £ une nouvelle variable qu’on ne peut éliminer qu'après avoir 
fixé la valeur de la fonction arbitraire f. Il est bon de remarquer que la 
seconde des équations (32) n’est autre chose que la dérivée de la pre- 
mière relativement à la variable £. 


Lé 


Si l’on réunit l'équation (31) à l'équation (29) mise sous la forme 


si d’ailleurs, en considérant £ comme constante et Tr comme variable, on 
remplace © par f(r) et & par f'(r), on obtiendra deux nouvelles équa- 
tions, Savoir , 

34) em — fn = (e° — Er) (er), 

PA À Le — Fr) Lx) = (æ* — Eh, 


dont le système sera encore propre à représenter l'intégrale générale de 
l’équation (25). La seconde des équations (34) est la dérivée de la premiere 
relativement à +. 

On prouverait absolument de la même manière que l'intégrale générale 
de l'équation aux différences partielles 


(35) PAS Ce 


est représentée par le système de deux formules très-simples , savoir, de 
l'équation 


(36) (es — w°) = (x —E)(t — 7), 


et de sa dérivée prise relativement à l’une des quantités £, Tr considérée 
comme variable, & étant censée fonction arbitraire de cette même va- 
riable. 

La méthode que l'on vient d'exposer n’est pas seulement applicable à 
l'intégration des équations aux dérivées partielles à deux variables indé- 
pendantes ; elle subsiste, quel que soit le nombre des variables indépen- 
dantes, ainsi qu’on peut aisément s’en assurer. 

Prenons pour exemple le cas où il s’agit d’une équation aux dérivées 

du 
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partielles à trois variables indépendantes. Soit 
(37) Fix, ri, æ,p,q; s)=0 


cette équation, dans laquelle & désigne toujours une fonction inconnue 
des variables indépendantes x, y, £, et p, q, s les dérivées partielles de & 
relatives à ces mêmes variables. Pour déterminer complétement la fonc- 
tion &, il ne suffira pas de savoir qu’elle doit vérifier l'équation (37); il 
sera de plus nécessaire que cette fonction soit assujettie à une autre con- 
dition, par exemple à obtenir une certaine valeur particulière pour une 
valeur donnée de £. Supposons en conséquence que la fonction æ doive 
recevoir, pour {= T, la valeur particulière f(x, y). Les fonctions p et q, 
ou les dérivées partielles de &, relatives à x et à y, obtiendront dans la 
même hypothèse les valeurs particulières 


Diffaaun), AD, (cn): 


‘ TH 5 , 
que Je désignerai, pour abréger, par 


FAC, Pacte Fos a: 
Il s’agit maintenant de calculer la valeur générale de y. On y parviendra 


de la manière suivante : 
Remplaçons xet y par des fonctions de £ et de deux nouvelles variables 


indépendantes £, n. Les quantités &, p,q, s, qui étaient fonctions de 
æ, J, t, deviendront elles-mêmes fonctions de £ , n, €, et l’on aura, dans 


cette supposition, 

(38) Dæ = s + pD,x + qD,r, 
3 Ds = pD;x + qD:7, 
(39) D,æ = pD,x + qD,7r. 


On tire des trois équations précédentes 


rs Des = D,p Dex — Dix Dep + Dq D: 7 — D, y D;:9, 
(40) À p,s = DpD,x — DxD,p + DqD,y7 — Dr D,g. 


S: de plus on désigne par 
Xdx + Ydy + Tdt + Udæ + Pdp + Qdy + Sds 


la différentielle totale du premier membre de l'équation (35), on trou- 
vera, en différentiant successivement cette équation par rapport à £ et 
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par rapport à #, 
(X + pli + SD,p) Dex + (Y + q0 + SD;g) D: y 
ta) + (P — SDæ) Dép + (Q — SD,y) Deg = o, 
: & + pll + SD,p) D,x + (Y + ql + SD,g) D,y 
+ (P — SD,x) D,p + (Q — SD, y) D; = 0. 


Observons maintenant que, les valeurs de x et de y en fonction de£ , n,#, 
étant tout à fait arbitraires, on peut en disposer de maniere à ce qu'elles 


vérifient les équations différentielles 
(42) BSD =" 0; OS eo 


et que de plus elles se réduisent (*), pour £ = T, la premiere à £, la 
seconde à n. Les valeurs de x et de y étant choisies comme on vient de le 


dire, les équations (42) donneront 


(43) X + pl + SDp = 0, Y + 40 + SD,4 = 0; 


et si l’on fait en outre 
D oZfE,rn, o=f(Em x =£6(E, 1), 


on reconnaîtra facilement que la question proposée se réduit à intégrer 
les équations (38), (42) et (45), après y avoir substitué la valeur de « 
tirée de l'équation (37), et en y considérant 


l'; LS œ, P; q 
comme des fonctions de #, qui doivent respectivement se réduire à 

Er 0, GX 
pour £ = Tr. Si entre les intégrales des cinq équations (38), (42) et (43), 
on élimine p et g, il restera seulement trois équations finies entre les 
quantités x, y, æ, la quantité constante T, les nouvelles variables £, 1, 


et trois fonctions de ces nouvelles variables, savoir : © — f(£, x), 
p— PE, 1), x — FE, »). Le système de ces trois équations Jfiries, 


(%) Nous supposions ici que les valeurs £, de x et de y, correspondantes à 1 = 7, 
se réduisent aux nouvelles variables indépendantes ; maïs cette réduction n’est pas né- 
cessaire, et l’on peut tirer de la supposition contraire des conséquences qui méritent 
d’être remarquées, comime on le verra ci-après. 
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entre lesquelles on ne pourra éliminer £ et qu'après avoir fixé la valeur 
de la fonction arbitraire f(x, y), doit être considéré comme équivalent à 
l'intégrale générale de l'équation (37). 

Les valeurs de x, y, &, p, q, déterminées par la méthode précédente, 
satisfont d’elles-mêmes aux équations (39). En effet, si l’on suppose 


Dec — pD;x — qD;y = I, 


D,aœ — pD,x — qD,7 1 


Il 


puis que l’on différentie successivement l'équation (37), par rapport à £ 
et par rapport à , en ayant égard aux équations (38), (42) et (43), on 
trouvera 


IT + SD,I 
SI OS oi 
et par suite (*) 


te, 
I= 1e Fr S 


étant considéré comme une fonction de £, », t£, et i, j désignant les 


Î 


1 
nl 
S 
valeurs de Let de J correspondantes à £— +. De plus, comme ces valeurs 
seront évidemment données par les équations 


= Do — QUE = LUE, 0 — l'(E, 1) = 0, 
Ladies xD, nt CEA os 
on en conclura généralement 
Treo: JD 


Si lon différentie par rapport à x l'équation (37), et que dans l'équation 
dérivée ainsi obtenue on substitue pour 


DRE Dee D MT à 


ne rer mmemerret ——— 


(*) IT est bon d’observer que les deux formules ici obtenues se déduisent unique- 
ment des équations (37), (38), (42), (43), et de leurs intégrales qui renfermeront gé- 
néralement, avec les inconnues 

j D se Æ . l: q: S, 
considérées comme fonctions des variables indépendantes £, », 1, les quantités 
Ë, 1, ©, ®, %: 


c'est-à-dire les valeurs particulières de x,7, «, p, g, correspondantes à t = r. Donc 
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‘leurs valeurs tirées des formules (38), (42) et (43), on trouvera que cette 
équation se réduit à 

(45) T + sI + SD,s = o. 

Si de plus on désigne par &ç la valeur particulière de s correspondante à 


Æ rarement creme 


ces deux formules continueront d’être vérifiées par les valeurs générales des fonctions 
1= Dex — pDix — qD,r, J=D,@—pD,r—qD,r, 
et par leurs valeurs particulières 
i Die — eD,E — PAULE j = Do — pD,£ — xD,7, 
correspondantes à { = r, dans le cas même où, les valeurs générales des inconnues 
LT, Ps F7: P: 4: 5$ 
étant fournies par les intégrales des équations (37), (38), (42), (43), les quantités 
E, 1,0, 9, x 


ne seraient plus assujetties aux conditions (44). 
Si, dans les deux formules dont il s’agit, on pose, pour abréger , 


elles deviendront 
I — O1, J — ©j. 


Si les nouvelles variables indépendantes étaient supposées distinctes des valeurs £, » 
dex, ,y correspondantes à { — r, et représentées par d’autres lettres z, 6, alors on 
devrait remplacer les équations (39) par les suivantes 


(e) D,7 — pD,x EE qD,Yy O0, Dez — pDex — qaDe y ==M0% 


que l’on réduirait à la forme 


en posant, pour abréger, 
TI=D,e — pD,x — qD,r, J = Dex — pD;x — qgD;r. 


Alors aussi, en considérant, dans les intéorales des équations (37), (38), (42), (43), 
les quantités ) 
Es MCE EE A 


comme des fonctions de +, €, on obtiendrait encore les formules 
Peer Fate, 


les lettres :, j désignant toujours les valeurs de I, J correspondantes à { = 7, et 
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t = T, cette valeur particulière satisfera évidemment à l'équation 


(46) FACE OST TES LOS ee 10; 
Enfin, si l’on observe que, dans le cas où l’on considere 


L, Ÿ; Ds Pr TS 


par conséquent celles que fournissent les équations 
t— D, — pDE =D», j'=NDES — QD,Ë — xDen. 


D'ailleurs, pour que le système des trois équations résultantes de l'élimination des 
variables p, g, s entre la formule (37) et les cinq intégrales des équations (38), (42), (43) 
puisse représenter une intégrale de la formule (37), considérée comme une équation 
aux dérivées partielles , il suffit encore, dans la nouvelle hypothèse, que les conditions 


[ — 0, J = 0 


se trouvent vérifiées, et c’est ce qui aura effectivement lieu si les valeurs de z, J, liées 
avec celles de I, J par les formules 


IS /CRS JO): 
se réduisent à zéro, c’est-à-dire, si l’on a 
A = O, j = O0, 


ou, en d’autres termes, 

(#) Do = DE — xD,n =0, Deo — Deë — xDer == 0. 

Or on satisfait à ces dernières conditions, soit en prenant comme ci-dessus 
o —Î(E,n), ® — L'(E,n), x — EL (E, »), 


soit en supposant w, £, » constants et indépendants des nouvelles variables x, €. 
Enfin, dans cette supposition, l'élimination de «, €, entre les équations finies qui 


renfermeront 
TT, ÿ Cet; CE 7, 9, ®, x 


se réduira simplement à l'élimination de ®, x. On peut donc énoncer encore la pro- 
position suivante. 

L'élimination de p, q, @ el x entre les cinq intégrales tirées des équations 
(38), (42), (43), produira une équation résullante qui sera une intégrale de l'équa- 
tion (37). 

L'intégrale dont il s’agit ici est non plus l'intégrale générale de la formule (37), 
considérée comme représentant une équation aux dérivées partielles du premier ordre, 
inais seulement une intégrale particulière qui renferme trois constantes arbitraires 
D » A 7. 

Lorsqu'une fois on a obtenu cette intégrale particulière, alors, pour arriver à l’in- 
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comme fonctions de #, on peut comprendre les équations (38), (42), (43) 
et (45) dans la formule algébrique 
dy dt da dp dq ds 


dpi de LA Li PECNANRUN. ARS 
CR OP ee 7 PIE TT mare À 


on conclura, en définitive, que, pour déterminer complétement les 


quantités 
Ly JON PS: 


tégrale générale , il suffit de poser 
CR f(£, #), 


puis de joindre à l’intégrale particulière ses dérivées prises par rapport à £ et à », puis 
enfin d'éliminer £ et 4 entre cette intégrale et ses deux dérivées. C’est pour cette raison 
que l’intégrale générale de chacune des équations (48) et (59) peut être représentée 
par le système de trois équations dont les deux dernières sont les dérivées de la pre- 
mière différentiée par rapport à £ et à ». 

En résumé , l’on voit qu’étant donnée une équation du premier ordre entre plusieurs 
variables indépendantes 


EAP Tv D 
une inconnue z et les dérivées 
pige, ss 


de cette inconnue, relatives aux variables x, y,..., {, l'intégrale générale de cette 
équation pourra toujours être obtenue par la méthode que j'ai donnée en 1819. Alors 
cette intégrale se trouvera exprimée par le système de plusieurs équations dont le nom- 
bre sera celui des variables indépendantes. Ces équations renfermeront avec les 
variables 


d’autres variables 


ÉbATE CAPE IA 


qui devront être éliminées, et qui représenteront des valeurs particulières de 


CT EURE 


correspondantes à une valeur donnée 7 de t, dans les intégrales des équations diffe- 
rentielles substituées à l'équation proposée. Observons d’ailleurs que l’une des équations 
dont il s’agit sera elle-même une intégrale particulière de laquelle on déduira aisément 
toutes les autres équations et par suite l'intégrale générale. Cette intégrale particulière, 
qui avait été déjà mise en évidence dans les applications de la méthode gémérale à des 
cas déterminés, est précisément celle à laquelle M. Jacobi est parvenu en 1836. Pour 
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il suffit de les assujettir à six des équations comprises dans les formules 
(37), (47), et à recevoir, pour & = r, les valeurs particulières 


PAUONCPR PART 
dont les quatre dernières se trouvent exprimées en fonction des deux pre- 
mières par les équations (44) et (46). 
Appliquons ces principes à l’intégration de l'équation aux dérivées par- 
tielles 
(48) pq$ —Ixyt 
Dans cette hypothèse, la formule (47) deviendra 


QE TOUR AT EE NES EN PAS ids 
g8t 5 psp 43 pgs SE LOUE frip 


où, si l’on réduit toutes les fractions au même dénominateur pqs = xyt, 
pour le supprimer ensuite, 


(49) pdx = qdy == ES dal = "rap =+trdqtntdrl 


établir généralement l’existence de cette intégrale, il suffit, comme nous l’avons vu, 
de recourir aux formules 


(8) D ,o — D, — xD, ,#... — 0, D;o — pDsz — xDen... —=o,etc, 


et pour déduire ces formules mêmes de celles que j'avais trouvées , il suffit de conce- 
voir que les nouvelles variables indépendantes, substituées à x, #,..., sont distinctes 
RP ER de à 

Si l’on se sert de la lettre caractéristique à pour indiquer une différentiation relative 
à l’une quelconque des variables indépendantes _ 


ay sur 
l’une quelconque des équations (g) pourra être présentée sous la forme 
(h) do — dr — ydy — ... — 0. 


[y a plus: cette dernière équation comprendra le système entier des formules (g), si, 
comme l'a fait M. Binet, on se sert de la caractéristique à pour indiquer une différen- 
tiation relative, non plus à une seule des nouvelles variables z, €,..., mais au sys- 
ième entier de ces variables, (Voir ci-après Le second paragraphe du Mémoire.) 
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On tire de cette dernière formule 


( dp dr ‘dg __d ds à 
ue 7 ee RON NE 
LA LA A 
(50) TT non 
| On : HI 0 3 IE En : tdt , 


puis, en intégrant, 


= lé — 2 = "A : y 
(51) ? == £ , x 7 22 
JL2£ 3 ® 2 fra\gre 3 x a D\ "27 3 S \fya a 
(52) CPAM IANE LD ARGIN ET à LIN nm) =>: T°). 
Si maintenant on multiplie l’une par l’autre les trois valeurs de æ — « 


que fournit la formule (52), ou seulement deux de ces valeurs, en ayant 
égard à l’équation de condition 


(55) DAS AU; 


on trouvera 


(54) (œ — ©) = 2 (ax — Et) (y — nt) (ft — re), 
(rt étee) te, Sahel it} 

(55) a 0) = 9! (et 85) Gt re) 
(æ ces Ce 2: (A a £?) (Y* — n®). 


Enfin , si dans l'équation (54) et dans les deux dernières des équations (55) 
on remplace 


o par f(£,n), @ par f°(E,n), x par (CE, »), 


on obtiendra trois formules dont le système représentera l'intégrale gé- 
nérale de l'équation (48), savoir : 


6) Een) ar 5 eme rt) imp), 
(TER DNfe PCR CCR PRET ARS 


Fa DCE, mn 1) = (REC nr. 


Dans ces trois formules, r désigne une quantité constante, et £, n deux 
34. 


(57) 


IQ FRIO 
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nouvelles quantités variables que l’on doit éliminer , après avoir fixé la va- 
leur de la fonction arbitraire f(x, y). On peut remarquer que les équa- 
tions (57) sont les dérivées de l'équation (56) prises successivement par 


\ 


rapport à £ et par rapport 1. 
En général, si l’on considère comme fonction de #, n, Tr, et que l’on 
fasse 


(58) D; © —= ©, De — Va 1 EC, 


les trois équations (55) ne seront que les dérivées de l’équation (54) 
prises relativement à £, n, T; et, si dans l'équation (54), réunie à deux 
des équations (55), on regarde l’une des trois quantités 


Es MT 


comme constante et les deux autres comme variables, on obtiendra un 
système de trois équations finies propres à représenter l'intégrale générale 
de l'équation aux dérivées partielles 


pqgs — xyt = 0. 
En appliquant la méthode ci-dessus exposée à l'équation aux dérivées 


partielles 
(59) pqgs — æ = 0, 


on trouverait que l'intégrale générale de cette dernière peut être repré- 
sentée par le système de trois formules très-simples, savoir, de l’équa- 


tion 
(Go) (ei — o} = 8(x —E) (y — {rt — 7), 


dans laquelle © est censée fonction arbitraire de £, n, +, et des deux dé- 
rivées de la même équation relatives à deux des trois quantités £, 1, T, 
lorsque lon considère une de ces trois quantités comme constante et 
les deux autres comme variables. 

L'extension des méthodes précédentes à l'intégration des équations aux 
différences partielles qui renferment plus de trois variables indépendantes 
ne présentant aucune difficulté, je passerai, dans un second article, à l’ex- 
position du travail important de M. Pfaff sur les objets que je viens de 
traiter. 


l'Hir À 


N IT. Sur une formule de laquelle on déduit à volonté ou l’intégrale générale d'une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre, ou une intégrale particulière 
qui renferme des constantes arbitraires dont le nombre est précisément celui des 
variables indépendantes. 


Intégrer l’équation aux dérivées partielles 
(1) Erin host, gli sastn=s 0 
dans laquelle 
(2) =, D,@,4%9-—=3D;e, dr Die tte 
c’est trouver pour LE 
ON LT NE SEPT 


des fonctions de 
5 (3 [1 J': Z, e L2 , ê 


qui vérifient simultanément la formule (1) et l'équation 


(3) deæ = pdx + qdy + rdz +. + slt. 


Lorsque les n variables x, y, z,..., t, restent indépendantes entre elles, 
l’équation (3) doit être vérifiée, quelles que soient leurs valeurs. Donc elle 
doit être vérifiée quand toutes ces valeurs, à l'exception d’une seule, de- 
viennent constantes, c’est-à-dire qu’alors l’équation (3) entraîne les for- 
mules (2). 


Supposons maintenant que les 7 — 1 variables 


UT AZ: 
deviennent fonctions de # et de constantes arbitraires. Les valeurs de 


TT, Ps, l,..., 58, 


= 


qui vérifient les formules (1) et (3), pourront elles-mêmes être considé- 
rées comme des fonctions £ et des constantes arbitraires dont il s’agit. 
Désignons, dans cette hypothèse, à l’aide de la caractéristique d', une 
différentiation relative à une ou à plusieurs de ces constantes arbitraires, 
devenues variables, mais variant indépendamment de #4. On tirera de 


l'équation (3) 
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ou, ce qui revient au même, 


dde — pdx — qfy — ...) = dxdp + dydq +... + dtds 
— dpdx — dgdy — ... 


Or cette dernière équation se réduira simplement à une équation différen- 
tielle linéaire de la forme 


(4) dde —pdx — qdy —rdz—...)—= 8 (de — plx —qfy —rd8z—.….)d, 
si l’on choisit le facteur # de manière à vérifier la condition 


D « (pdt — dp)dx + (0qdt— do) d'y + (8rdt — dr) d'a +4... —GdtS'e 
| + dad'p +dyd'a+ dzdr +............. + dtd's = 0. 


D'ailleurs, si lon nomme 
NS, ds Lol LL RES RAT 
les dérivées partielles de la fonction 
Fr; 7, amant a ie nes) 
prises par rapport aux quantités 
de pis ah Gain NAN AUS, 


on tirera de l’équation (1), différentiée par rapport aux constantes arbi- 
traires, 


6 (6 XARLEE Ydr , + Zdz +... Me 
(6) à + Pdp + Qfg + Rir+.. + Sfs = 0; 


et par suite, pour vérifier l'équation (5), il suffira d’assujettir 
he is 0 HASHÉNCOP 7 A ABRIS 


considérés comme fonctions de t{, à vérifier la condition 


6pdt — dy __ Bgdt— dg _ 6rdt—dr ___—êdt 
(-) IN Co, in " Handheld 
7 dx HD RTE GE EN Pt 
Ponant À HO RENIS 
Or on tire de la formule (7) 
| Il 
(8) ÿ = — = 
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puis de cette même formule, combinée avec l'équation (3), 


dx dy 18 dz Aa Je depot dæ 
io nn MS SPORT 
(9) A. dp ÊTL dq Lo dr dé 
TT —(X + pl)  —(Y+gn)  —(Z+rn) 


Pour passer immédiatement de la formule (7) à la formule (9), il suffit 
d'observer que des fractions égales entre elles sont encore égales à celles 
qu’on obtient quand on divise la somme des numérateurs de quelques- 
unes de ces fractions par la somme de leurs dénominateurs, et qu’on 
peut même, dans ces deux sommes, substituer aux deux termes de chaque 
fraction le produit de ces deux termes par un facteur arbitrairement 
choisi. 

Concevons à présent que, s étant éliminé de la formule (9) à l’aide 
de l’équation (1), on intègre les 27 — 1 équations différentielles que 
comprend la formule (9). Leurs intégrales générales renfermeront 27 — 1 
constantes arbitraires 


A 1"; CORPS, Q, P, XX, US ES 


qui pourront être censées représenter des valeurs particulières des variables 


AT PURE TP PC PO 
correspondantes à une valeur donnée Tr de la variable £; et ces intégrales 
elles-mêmes pourront être présentées sous les formes 
2 À = y", UNE éégige : Ml à 


À : 
(10) 
Hs is als 


1 


MASERATI 
les lettres 
DR RAS UN ES Es RS. dt 
désignant des fonctions déterminées de x, 7, 2,....,{,@æ,p,q,T,.. 


qui ne renfermeront aucune des constantes arbitraires , et qui se réduiront 
respectivement à 
dc Qé EE PAPE CC AN RP 


pour la valeur r de {, en sorte qu’on aura, pour 4 = 7, 


(11) 


2 A nsdes pile = 
E, SM = 6,..., ® = w, 
(y posa MT 


(M 
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Lorsque 


DAT PRE M DIOTATS +» 


sont déterminés, en fonctions de £ et des constantes arbitraires, par les 
formules (8) et (10); alors en posant, pour abréger, 


t 
(12) E,— eJrue 


et intégrant la formule (4), considérée comme une équation différentielle 
linéaire, on obtient , entre la valeur générale du polynome 


d'æ — plfx — qdy — rdz..…., 
et sa valeur initiale 
d'o — qQJ'é — ydn — LOT... 
correspondante à £ = T, une relation exprimée par la formule 
(413) d'æ — pdx — qdy — rdz —...—© (do — dé — y ln — IT —...). 


Jusqu’ici nous avons supposé que, dans les formules (10), les constantes 


arbitraires 
2 ñ;, Lier ©, ®, D AP ARRE 


restaient indépendantes les unes des autres. Supposons maintenant qu’elles 
se trouvent assujetties à vérifier certaines équations de condition 


(14) DEA LU — 0, » —'0,'eltc, 


dont les premiers membres 
PMU Vice 


représentent des fonctions données de 

LE MAI in, D, Xe 
Si ces équations de condition sont telles que l’on ait | 
(15) d'o = Qd'é + fn + AC +... 
la formule (13) donnera généralement 


(16) de = pdx + qgdy + rd'z +...; 
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en d'autres termes, pour que la différence 
d'æ — plx — qdy — rdz —... 
s'évanouisse, il suffira généralement que la différence 


se réduise à zéro. Observons d’ailleurs que, chacune des équations (14) 
étant de la forme 


HE AC ne P,; X: SRE aa 


si l’on en élimine les constantes arbitraires à l’aide des formules (10), on 
obtiendra une autre équation de la forme 


OP AR ET SUR EN D, 1 os 
qui établira une relation entre les quantités variables 
Ly Vs Bros En D, Pons Tres 


Concevons à présent que les équations de condition, c’est-à-dire les 
formules (14), soient en nombre égal à n. Si l’on en élimine 


4 ñ; Ces æ, ®, X) dre 
à l'aide des formules (ro), elles se transformeront en 7 autres équations 
(17) RON Q MES OS = 0... 
qui ne renfermeront plus que 
Ly PS SONAUES y Pj gr; se, 
et pourront servir à déterminer 


Œ, Pr lue, 
en fonction de 
le ae Are à 


Voyons maintenant dans quels cas les valeurs de 
D'MP, 45) HA 


ainsi obtenues, et la valeur correspondante de s tirée de l'équation (1), 
vérifieront la formule (3). 
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ire 


XL, F; Ts. ©, pq; Fe ., 58, 


tirées des formules (r)et (ro), et représentées par des fonctions détermi- 
nées de 


NE MI D 0e Lo oc, 


deviennent propres à vérifier les équations (17), il suffira que, dans ces va- 
leurs , les constantes arbitraires 


_ "; Sp EhÉ D, MU UE a 


cessant d’être indépendantes les unes des autres et de la variable #, soient 
assujetties à vérifier les conditions {14). Mais alors la valeur du polynome 


de — px — qdy — rdz —.. — sdt, 


qui était nulle, en vertu de l'équation (3), se trouvera augmentée de la 
quantité 


de -— pdx — d'y — rdz —., 


D 1 


le signe d'indiquant une différentiation relative au système entier des 
constantes arbitraires. Donc, pour que léquation (3) continue de sub- 
sister, il suffira que les équations de condition établies entre les con- 
stantes arbitraires, c’est-a-dire les équations (r4), entraînent la formule (16), 
ou, ce qui revient au même, la formule (15). Donc, si les constantes 
arbitraires 


y an Cp da CO ALU 


sont assujetties a vérifier 72 équations qui entraînent la formule (15), l’é- 
quation (1), considérée comme une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, sera intégrée, c’est-à-dire vérifiée, en même temps que 
l'équation (3), par les valeurs de 


UD, D Th. 
tirées des formules (17). 


En résumé, par la méthode précédente, l'intégration de l’équation dif- 
férentielle 


de = pdx + qdy + rdz +... + sdt, 


dans laquelle les 272 -- 1 variables 


TAN ae ge CEE, MD; PQ TAN ARS 


( 267 ) 
sont liées entre elles par la formule (1),se trouve ramenée à l'intégration 


de la seule équation différentielle 


qd = dE + xdn + JT +... 


qui ne renferme plus que 27 — 1 variables. D'ailleurs, en vertu de cette 


dernière équation, dont le second membre renferme les différentielles des 


seules variables 
© n, 74 


EE) Soie °E0ÿS 


@ ne peut être qu’une fonction de ces variables, et rien n'empêche de 


supposer ces mêmes variables indépendantes. Or, daus cette supposition, 
la formule (15) donnera 


(18) Déat= 9, Dit AUD GENE: 


cl 


St, pour fixer les idées, on représente par 


FLE rat) 


la valeur de w, f(£,n, {,...) pourra être une fonction quelconque de 
E,n,C,..., et les formules (18) donneront 


af (CE 415 1506); 


EN AN se PP Mer Cr Men enr essran ns 


Ces dernières formules représenteront en effet les intégrales les plus géné- 
rales possibles de l'équation différentielle 


d'o = Q$E + xdn + AIT +... 
Si lon y substitue les valeurs de 
PORTE A NO E Rbt 
tirées des formules (10), on obtiendra 7 autres équations 


£ = 0, JA = 0, NN — 0,..,. 


qui représenteront 7 intégrales de l'équation (3) jointe à la formule (1) 
Enfin, si entre ces n autres équations on élimine 


Pr ZT 
on obtiendra une équation définitive 


(20) ET 0. 
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qui renfermera seulement les variables 


L'ENIE QPRS a 2 2 


Donc cette équation définitive sera une intégrale de la formule (1), consi- 
dérée comme une équation aux dérivées partielles. Elle en sera même 
l'intégrale générale, puisque la relation , établie par cette intégrale entre les 
n variables indépendantes 


SN APE EL ot 


et l’inconnue & , dépendra de la fonction 


f(x, PNA e 


c’est-à-dire d’une fonction arbitraire de 7 — 1 variables indépendantes. 
Si l’on veut savoir à quoi se réduiront, pour 4 = Tr, les valeurs de 


CON RP E CPE EN 
tirées des formules 


LL —= O, JU V07 M —= O,..1, 


il suffira d'observer que, pour 4=— +, les formules (10) se réduisent aux 
formules (r1), et que l'élimination des constantes arbitraires 


6 n;, GRR ST Pas re 
entre les formules (11) et (19) fournit les équations 


CO M PU SN APE 


(21 (UE SPORE =D, (ris pir =D, (LT, Re 


Donc la valeur générale de @æ, fournie par l'équation {20), sera précisé- 
ment celle qui a la double propriété de vérifier, quel que soit {, l’équa- 
tion (1) considérée comme une équation aux dérivées partielles, et, pour 
t = T, la condition 


(22) de sea À Cr AT SN 


Il est bon d'observer qu’étant donnée la valeur initiale f(x, 1ÉRERPE 
de l'inconnue &, l'équation (22), combinée avec les formules (2), entrai- 
nera, pour { — r, toutes les formules (21), desquelles on déduira immé- 
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diatement les formules (19), en substituant aux lettres 


rat DT 
les lettres 


EU ER N  o RENE AE 


La même substitution suffira pour déduire la formule (15) de équation {3) 
réduite, pour une valeur constante r de t, à la formule 


dæ = pdx + qdy + rdz +... 


Nous avons jusqu’à présent laissé la fonction f(x, y, z,.. Niort 
la valeur initiale de l’inconnue &, entièrement arbitraire. Si cette valeur 
initiale était réduite à une fonction déterminée de &æ et de z constantes 
arbitraires &, 6, y,..., l'équation (20) représenterait non plus l'intégrale 
générale, mais ce que Lagrange appelle une solution complète de lé- 
quation (1). 

Enfin, au lieu de laisser les constantes arbitraires 


Es ns Css. 


indépendantes l’une de l’autre, ce qui permet de passer de la formule (15) 
aux équations (18), on pourrait réduire séparément à zéro chaque terme 
de l'équation (15) en posant 


indépendants des variables 


OA HELP GT, DUT. 
Li 
Donc les seules équations 


(23) DE Qt ut LEO hey 


fourniront des valeurs de 
TRIO all 


qui, étant exprimées en fonction de 


et de 
æ . ’ 
RL LUE HS & , 
vérifieront simultanément les équations (1) et (3), quand on continuera de 


considérer £, n, {,..., @ comme propres à représenter des constantes 
arbitraires. Si, entre les formules (23), on élimine 


PIRGNTIIENIN 


on obtiendra une certaine équation 
L, A 140 
(24) RME 0 


très-distincte de la formule (20), et qui représentera non plus une solution 
complète quelconque de léquation (1), mais la solution complète dont j'ai 
signalé une propriété (*) remarquable dans le tome II des Comptes rendus 
des séances de l’Académie des Sciences (page 770). Cette solution com- 
plète sera encore celle dont l'existence peut être constatée à l’aide des for- 
mules établies dans mon Mémoire dé 1819, pour les cas particuliers traités 
dans ce Mémoire, et a été démontrée pour tous les cas, dans les Mémoires 
de M. Jacobi et de M. Binet. 

Les calculs ci-dessus développés deviennent plus symétriques, lors- 
qu'aux divers rapports compris dans la formule (9), on joint le suivant 

ds 
—(T +sn)? 


(*) Cette propriété consiste en ce que la solution complète dont il s’agit résulte de 
l'élimination de p, g,r,... entre n intégrales particulières de l’équation caractéristique 


PD;s + QD,se +HRD,8+...+S Ds + (Pp + Qg +Rr+...+Ss) Dos 
— (X + pl)D,2— (Y+ gl) Ds — (2 + rit) Dis —.. = 


= 0; 
correspondante au système des équations différentielles comprises dans la formule (0). 
Eu effet les formules (23) représentent n intégrales particulières de cette équation caracté- 


ristique, savoir: celles qu’on obtient lorsqu'on prend successivement chacune des 
quantités variables 


oh PE Nr 


ä 
, . , , f . . 

une valeur donnée + de la variable 1, et qu’en conséquence on réduit successivement 

l’inconnue # à chacun des termes de la suite 


pour valeur initiale de linconnue #, c’est-à-dire , pour la valeur de # correspondante à 


2 LE AT AS ®, 


considéré coïnme fonction de x, #, z,.. , {, æ, p, q, nr... 


/ < 
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qui équivaut lui-même à chacun des autres. Alors aux intégrales (10) se 
joint une nouvelle intégrale de la forme 


les lettres X,9,%,.., Q,®,9,R,...,8 désignant des fonctions déterminées 
dex,7,2,,1,æ,p,q,r,..,8,etc une constante arbitraire liée avec les 
autres par la formule 


(2 UE Cyee ss © PA Ds SEE À ç) = 6 3 


Observons encore que l’on pourrait réduire à une constante donnée et 
non arbitraire, non plus la valeur particulière + de #, mais la valeur par- 
ticulière de l’une quelconque des autres variables indépendantes, où même 
de l’inconnue æ, ou bien encore d’une autre variable liée à 


LC Vhé RNe © 


par.une équation donnée. Dans ces diverses hypothèses, en opérant tou- 
jours de la même manière, on obtiendrait, au lieu de la formule (13), 


d’autres formules qui seraient toutes comprises, comme cas particuliers , 
dans la suivante : 


(25) dem — px — qJy — dau — sd 
| = O(du— QUE — di — VE — dr). 


Dans l’équation (25), tout comme dans l'équation (13), on peut supposer 
à volonté que le signe d' indique des différentiations relatives, soit à tout: 
le système des constantes arbitraires, soit à une partie de ce système. 
D'ailleurs, si, & , ®, x, À,.., étant fonctions de £ , 1, £,..., la formule (13) 
se trouve une fois démontrée pour le cas où l’on fait varier une seule des 
quantités 


NT ET, ES 


elle se trouvera démontrée par cela même, pour le cas où l’on fera varier 
toutes ces quantités simultanément Cette simple observation suffit pour 
prouver que la formule (13) pourrait se déduire des équations établies dans 
le & [°' [voir Péquation (15) du $ I‘ et les équations analogues de Ja 
page 254]. Il est vrai que, daris le $ 1°", nous avons, d’une part , suppose 


les différentiations qu’indique ici la lettre d\, relatives aux seules constantes 
arbitraires 


ce D 
GE; Ne Corse 
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et, d'autre part, établi entre ces constantes arbitraires des relations qui 
réduisent à zéro le second membre dela formule (13). Mais, comme nous 
l'avons remarqué dans les notes placées au bas des pages 244 et 254, l’'ana- 
lyse dont nous nous étions servis fournit encore des équations semblables 
à celles que nous avions obtenues, lorsque les relations dont il s’agit dispa- 
raissent, et mème lorsqu'on suppose les différentiations relatives à des 
constantes arbitraires distinctes des quantités £, n, {,... 

La formule (4) avait été donnée par M. Pfaff. En intégrant cette formule, 
on obtient l'équation (13) qui est digne de remarque, et qui pourrait se 
déduire, comme on vient de le voir, des formules comprises dans mon 
Mémoire de 1819. La formule (13) elle-même a été obtenue par M. Binet. 
Enfin, une formule analogue à l'équation (13), et à laquelle on parvient 
en posant, dans l'équation (21), 


Le lomti 
SAVOIr, 
(26) {de (pdx +qdy + riz + ....., te Sd't) 
F = —O(pfE + ydn+ dt ........ L cdr), 


a été donnée par M. Jacobi. Les principales différences qui existent entre 
l'analyse dont j'ai fait usage dans le Mémoire de 1810, et les calculs em- 
ployés par MM. Jacobi et Binet, sont les suivantes. Je me suis servi de la 
formule (13), ou plutôtde celles qu'on en tire, en supposant successivement Ja 
caractéristique d' relative à chacune des constantes arbitraires £, #, €,….., 
pour établir l'équation (20); tandis que MM. Jacobi et Binet se sont servis, 
l’un de la formule (26), l’autre de la formule(13), pour établir Péquation (24). 
De plus, dans la Note de M. Binet comme dans les calculs qui précèdent, les 
différentiations sont relatives au système entier des constantes arbitraires, 
tandis que dans mon Mémoire de 1819 elles se rapportaient, pour chaque 
formule , à une seule des constantes arbitraires 


FL ñ 9 CRT 


Enfin, dans mon Mémoire de 1819, les constantes arbitraires qui repré- 
sentent les valeurs initiales des diverses variables étaient, comme on vient 
encore de le faire, immédiatement introduites dans les calculs, et nor sub- 
stituées à d’autres constantes, comme dans les Mémoires des deux géo- 
mètres dont il s’agit. 


—— D Les Ge— 
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MÉMOIRE 


SUR DIVERS THÉORÈMES 


RELATIFS A LA 


TRANSFORMATION DES COORDONNÉES RECTANGULAIRES. 


$ 1%. Équations fondamentales. 


Nous allons, dans ce paragraphe, rappeler quelques équations fonda- 
mentales , desquelles se déduisent aisément les divers théorèmes que nous 
nous proposons d'établir. 


Soient 
D NE < 


les coordonnées rectilignes d’un point A, relatives à trois axes rectangu- 
_ laires, et 
%, 202 


ce que deviennent ces coordonnées quand on a fait tourner, d’une manière 

quelconque, le système de ces trois axes autour de l’origine. On aura, 
comme on sait, | 

x ax + by + cz, 

(1) | \ a'x + b'y + c'z, 


WU 


Lx ax + by + c'z; 
les neuf coefficients 
MC: 
(2) as DAC 
a b", c! 
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désignant les cosinus des angles formés par le demi-axe des x positives, ou 
des y positives, ou des z positives, avec les trois demi-axes des coordonnées 
positives x, y, z. D'ailleurs six de ces neuf coefficients pourront se déduire 
des trois autres, attendu qu'on doit avoir, quels que soient x, y,2, 


(3) x? + y° + 2 — 2%? + Si + z*, 
et par suite : 


(4) ad? + a" + a": — h b2 + b'2 —- c'2 JE 1: c? — ce'2 —- c2 = 1, 
bc+b'c'+ b'c"=0o, ca+c'a +c'a"=0, ab +a'b'+a"b"—0. 


De plus on tirera des équations (x), jointes aux formules (4), 


x = ax + a'y + a"z, 
(5) = bx + by + bla, 
Z = Cx + C'y + CZ; 


puis de ces dernières, jointes à la formule (3), 
a? + b? + C? — is a’? + b's + HI, a" ba Lo rx. 
a'a"+ bb" + c'c"—= 0, aa + P'b+ c'e —=0o, aa + bb' + cc'—0. 
Il est bon de remarquer que les équations (6) donnent 


aa + bb +cc = 1, aa + bb + c'e —=0, aa + b"b + c'e —o0, 
(7) Sax +bl'+c=o, aa + b'b'+cc=1, aa +b"b'+ cc —0, 
aa"+ bb"+ ec'=— O, a'a'+ b'b'+ c'c'=0; a'a"+ b'b"'+ c'e"—= O. 


Ces dernieres équations, étant semblables aux formules (22) de la page 156 
du I‘ volume , entraîneront une autre équation analogue à la formule (22) 
ibidem, et l’on en conclura 


(8) ei 


S étant la résultante des quantités comprises dans le tableau (2). D'autre 
part on tirera de la formule (8) 


LT. 
et puisque la valeur de la résultante 8 sera 

$ = S (Hab'e" = ab'c" — ab"c' + a'b'e — a'bc! + abc —a"b'e, 
on aura définitivement 


(9) ab'e"— abc" + a'b'c — a'bc"! + abc! a"b'e = ZE 1. 
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On arrive à la même conclusion, en observant que les deux dernières des 
formules (6) donnent 


b'c" Ska b'c! c'a! ar! a! ab LM a"b' 
a Eu. b F6 c 
__ ab'e" — ab'e + bc'a" — bc'a + cab" — ca'b' 
(10) avi b? + c° 
1 
idh: 1 [(b'c" A For _ (c'a* per c'a T + (a'b" re a"b'>]? 


(asie 4h LD: &7)2 


Mais on a d’ailleurs, en vertu des formules (6), 


a + D + € = 1, 

et 
(El! :.® DRER}* + (c'a" sa (ad; 1 + (a'b" a #s ab! a 

— (a'? + b' + c'e) (cs + bles c"a) res (a'a” + b'b" + GC'0 = 1. 


Donc la formule (10) entraînera immédiatement l'équation (9). Enfin on 
arrivera encore à la formule (9) en observant que les neuf quantités com- 
prises dans le tableau (2) représentent Îles projections algébriques de 
trois longueurs égales à l'unité, mesurées surles axes des x, y, z,et proje- 
tées sur les axes des x, y, z. En effet, le volume qui aura pour côtés ces trois 
longueurs se réduira simplement à l'unité, et, d’après ce qui a été dit dans 
les préliminaires des Leçons sur les applications du calcul infinitésimal à la 


œ 


’ » , . , . , , . 3 
géométrie (page 29), le volume dont il s’agit sera représenté au signe près 
par la résultante 


ab'c" — ab"c' + abc — a'bc" + a"bc — a"b'c. 


Ajoutons qu’en vertu des principes exposés dans ces préliminaires, la for- 
mule (9) devra se réduire à la suivante 


Qi) ab'e" — abc! + a'b'e — a'bc" + abc! — a"b'e = 1. 


Car nous avons supposé que, pour obtenir le second système d’axes coor- 
donnés, il suffisait de faire tourner le premier autour de l’origine; et, par 


suite de cette hypothèse, les mouvements de rotation, exécutés de droite 
à gauche dans les plans coordonnés autour des demi-axes des coordonnées 
positives, seront, pour l’un et l’autre systèmes d’axes, des mouvements di- 


36. 
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rects, ou pour l’un et l’autre des mouvements rétrogrades (*). Cela posé, 
la formule (10) donne 


bo Pc a la \cla =, ab —'a Vers 


Donc les trois quantités a, b,c seront respectivement égales aux binômes 
qui multiplient ces trois quantités dans le premier membre de la formule(r). 
Cette proposition devant évidemment demeurer vraie dans le cas où l’on 
remplace 


1,10,00 
Fo ! ! f 

AUDE CS 
ou par 

a ET a 


L4 r 


il en résulte qu’on aura généralement, dans hypothèse admise, 


bc A D'or & , be —-bc" — H. BCE bete Le 
CR CAN = CL ET ON EC A CA 0 CRC AE 0 
ab =odlbh= cs math abc hab i Nate 16" 


Soient maintenant 


L, J'n Z; 
et 


X,, Y, Z,, 


les coordonnées d’un nouveau point B, relatives au premier et au second 
système d’axes coordonnés. On aura 


:4 AL VE IAYNEFICZ,, 
(13) fr dx, He MR ce C',; 


1h, ty 7 
ch ax, + "y, + c'2,, 


WU 


(*) Soit O l’origine des coordonnées ; soient encore 
OX, OY, OZ 


les demi-axes des x, y et z positives, et supposons qu'un rayon vecteur mobile, en 
s'appliquant successivement sur chacun des plans coordonnés, fasse le tour de l’angle 
solide trièdre OXYZ. Le mouvement exécuté par ce rayon vecteur dans chacun des plans 
coordonnés sera ce que nous appelons un mouvement de rotation direct, si le rayon passe 
successivement de la position OX à la position OY, puis de celle-ci à la position OZ, 
pour revenir ensuite de cette dernière à la position OX. Le mouvement de rotation exé- 
cuté par le rayon vecteur dans chacun des plans coordonnés deviendrait rétrograde dans le 
cas contraire. 
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et des formules (13), jointes aux équations (r) et (4), on tirera 
(14) SN MERE AN A mA 


Donc, comme nous l’avons déjà remarqué (page 184), la transformation 
des coordonnées n’altère point la valeur de la somme 


XL, + TI 72, 


Cette somme représente effectivement une quantité indépendante de la di- 
rection des axes coordonnés, savoir, le produit des rayons vecteurs OA, 
OB, menés de l'origine O des coordonnées aux points À et B, par le cosinus 
de l'angle que ces rayons vecteurs forment entre eux. 

Dans le cas particulier où les deux points A, B se confondent l’un avec 
l'autre, l'équation (14) se réduit à la formule (3), dont chaque membre 
représente le carré du rayon vecteur OÀ mené de l’origine au point A. 

On tire encore des équations (1) et (13), jointes aux formules (12), 


UYZ V2 = GA TZ, 2) RON (2x, — zx) + © (xy,— x, y), 
(15) | ZX, — 2,X — a (ne oir 2) b’ (zx, ee z,X) + c (ÆT, Fe XF) 
XV, 2 Y— 4 (Yz, —7, 2) + 0" (zx, — 2,x) + c'(xy, — x, Tr); 
puis on en conclut 
| (yz, ar y,z) “ee (zx, ++ 2x} Pts (xY, Ua x,y} 
M À om 22 be 26 nm 29 a D 2 dl 2 DE 


Done la transformation des coordonnées naltere pas la valeur de la 


(x6) 


SONLIMNE 


d (TJ, Fr T2) AR (zx, | mn 2,x) E Gr Le, sa ir 
Cette somme représente effectivement une quantité mdépendante de la di- 
rection des axes coordonnés, savoir, le carré de la surface du parallélo- 
gramme qui à pour côtés les rayons vecteurs OA, OB; et d’ailleurs la 
formule (16) peut se déduire des équations (3) et (14), combinées avec 
l'équation identique 

{ » ! 2 
(a NT EN CRzT) CE Go ex ri 
NÉE QUE PTME ACNS 0 30 PA eAe 


Quant aux trois binômes 
AY eZ D EAU Hi DUT NU 


ils représentent les projections algébriques de l'aire du parallélogramme 
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dont il s’agit, successivement projetée sur les trois plans coordonnés des 
+,2, des z,æx et des x, y, ou, ce qui revient au même, les projections al- 
gébriques d’une longueur mesurée sur une perpendiculaire au plan du pa- 
rallélogramme, numériquement égale à l'aire de ce parallélogramme et 
successivement projetée sur les axes des x, des y et des z. Ajoutons qu'en 
partant de cette simple remarque, on pourrait immédiatement déduire 
les formules (15) des formules (1). 

Concevons enfin que l’on considère, outre les points A et B, un troisième 
point C dont les coordonnées, relatives aux deux systèmes d’axes rectan- 
gulaires, soient respectivement | 


L,: DATE Z,, 
et 


X,,9 Yu CTE 
On aura encore 


3, FE ax, ir by, + CZ, 
(17) Yu FE &ax,, nr DE Ste CZ, 

, ES Er (Fe (PS 

Li ax, Êre té a ee 11? 


et des équations (15),jointes aux formules (15) et (3), on tirera 


(18) | XY,Z, 7 XY,,2, Re X,Yy2 TT 2)YZ, Te X, YZ, — X,},2Z 
| = AV,2, AV uZ, 2H Lo Jur = LT LT = LT ,2: 


Donc la transformation des coordonnées n'altère point la valeur de la 
somme 


AV, — AY ,,3, ra LT = XL Ÿ 2, si LIVE, — A, Ÿ,Z: 


Cette somme représente effectivement, au signe près, le volume du paral- 
lélipipède construit sur les trois rayons vecteurs OA, OB, OC; et d’ailleurs 
son signe dépend uniquement des positions respectives des trois demi-axes 


OA, OB, OC. 


Elle sera positive si le mouvement de rotation, exécuté autour du demi- 
axe OC par un rayon vecteur mobile passant de la position OA à la po- 
sition OB, est un mouvement de même espèce qu’un mouvement direct, 
par exemple, un mouvement de droite à gauche, dans le cas où un autre 
rayon mobile, doué d’un mouvement de rotation direct dans le plan des 
z, y, tournerait lui-même de droite à gauche autour de l'axe des z. 


1 
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Il. Conséquences diverses des formules obtenues dans le premier paragraphe. 


Considérons une grandeur qui puisse ètre représentée par une droite , 
par exemple, une force ou le moment linéaire de cette force , une vitesse 
ou le moment linéaire de cette vitesse. Les projections algébriques de cette 
grandeur sur trois axes rectangulaires dépendront uniquement de la lon- 
gueur de la droite et de sa direction. D'ailleurs, si la grandeur en question 
se confond avec un rayon vecteur r mené de l’origine des coordonnées à un 
certain point À, les projections algébriques de cette grandeur seront préci- 
sément les coordonnées du point A. Donc lesrelations qui subsistent entre 
les coordonnées rectangulaires d’un ou de plusieurs points rapportés à un 
ou à plusieurs systèmes d’axes coordonnés, subsisteront aussi entre les 
projections algébriques d’une ou de plusieurs grandeurs diverses pro- 
jetées sur ces mêmes axes. Ainsi, en particulier, si l’on nomme 


ACTION 


les projections algébriques d’une certaine force À sur trois axes rectangu- 
Kriresix,iy,z, et 
XUEY 7 


les projections algébriques de la même force sur trois autres axes rectan- 
gulaires des x, y, z; si d’ailleurs les neuf coefficients 


Ab aC;L'ambimenea", bre 


représentent, comme dans le & I, les cosinus des angles formés par les 
demi-axes des coordonnées positives x, y,z avec les demi-axes des coor- 
données positives x, y,2; alors, à la place des formules (1), (3), (5) du 
$ LI‘, on obtiendra les suivantes: 


X aX + bY + cZ, 
(1) A: a'X + D'Y + c'Z, 
PE ALT aa ze 


(2) X°£e OY* Dr Ze Es Xe EL FA Re 7 
X = aX + a'Y + a"Z, 

(3) Pis DXS DV EL DE7, 
PNR ONTI CE COUR AIE 


I ya plus : si, en supposant la force À appliquée au point A dont les coor- 
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données sont x, y, z ou x,y,Z, on nomme 
»“ 
L, M, N 


et 
L,M,N 


les projections algébriques du moment linéaire de la force R, successivement 
projeté sur les axes des 


Ly Ps Z 


et sur les axes des 
X, Y, Z, 
on aura encore, en vertu des équations (1),(3), (5) du 6 I*, 
aL + bM + cN, 
a'E + b'M + C'N, 
a'L + LM + C'N, 


Ni GUN ER MEL TNE 
6 L= al + a'M + a'N, 
u 


TS 
QT 
Se 
= 
ee 
a 
L >] 
+ HU 


(6) M= bL + b'M + B'N, 


= cL + c'M — C'N. 


Ajoutons que les équations (4) et (6) pourraient elles-mêmes se déduire 
des formules (15) du $ If. Effectivement, pour obtenir en particulier les 
équations (4), il suffira de remplacer, dans les formules (15) du $ I‘, les 
projections algébriques 

2 ÿ,> Z, ou L, Ji Z, 


de la distance r, comprise entre l’origine des coordonnées et un certain 
point B, par les hrojections algébriques 


DO PANNE ET 7 
de la force À, puis d’avoir égard aux six formules 


L=yZ — 27, M=2X — xZ, N 
(7) L = yZ — 2Y, M = 72X — xZ, N 


xY — yX, 
xXY — yX. 


D'ailleurs les formules (4) ,une fois établies, entraînent immédiatement les 
formules (5) et (6), dont la première peut s’écrire comme il suit : 


(yZ — 2Y} + (2X — xZ) + (xY — yX} 


(8) TA as + (aX — 2ZP + (aF— yXŸ. 
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On peut remarquer encore que chaque membre de la formule (2) repré- 
sente le carré de la force À, et chaque membre de la formule (5) ou (8) le 
carré de son moment linéaire. Donc, si l’on nomme À ce moment linéaire, 
on aura 


(9) = (yZ — 27} + (XX — 2x2} + (xF — 7x}, 
ou, ce qui revient au mème, 
(ro) K°= (x +4 7° + 2) (NH PH Z) — (x X + yT + 22. 


D'ailleurs on déduit sans peine l’équation (8) de la formule (10), jointe à 
l'équation (2) et à la suivante, 


(tr) XX + yY + 22 = a X + yY + 22, 


à laquelle on parvient immédiatement en remplaçant les projections algé- 
briques de la distance r, par les projections algébriques de la force R, dans 
l'équation (14) du S 1°. 

Supposons maintenant que, le point matériel À étant mobile, on désigne 


par 


U, V, w 
et par 
U, V, W 
les projections algébriques de la vitesse w de ce point successivement pro- 
jetée sur les axes des 
T', Ts Z; 
et sur les axes des x, y,z; les équations (r),(2),(3),(4),(5),(6),(8) et 
(11) continueront évidemment de subsister quand on y remplacera les pro- 
jections algébriques de la force À, ou de son moment linéaire, par les pro- 
jections algébriques correspondantes de la vitesse & ou de son moment li- 
néaire. D'ailleurs les projections algébriques du moment linéaire de la vi- 
tesse w, successivement projeté sur les axes des x, y, et sur les axes des 
X, Y, Z, Seront évidemment 
JW — ZW, ZU — AW, XV — Fu, 
YW — ZV, ZU — XW, XV — yu. 


Cela posé, les formules (1), (2), (3), (4), (8) et (11) donneront 


au + bo + cw, 
a'u + bo + c'w, 
au + bo + c'w; 


(Er. d'An. et de Ph. math., T. II. (24 livr.) 


u 


(12) v 


W 


WU 
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(13) ui vw = u° + 9 + w?: 


( u au + a'v + a"w, 
4) o bu + b'v + b'w, 
| ww cu + c'v + c'w: 


YW— 2 = a (yu — 26) + b (zu — xv) + © (xv — vu), 
(15) zu — xw = a'(yu — 26) + b'(zu — xv) + c'(xv — ru), 
xv — yu = d'(yu — 20) + b"(zu — xv) + c'(xe — yu); 


Î 


(6) (v—yu) + (zu—xv) (x vu = (x e—yu) +(zu—2xv)+(xo ru): 
(17) XU + VV + ZW = Æu + ÿv + zw. 

Concevons maintenant que l’on considère un système de points matériels. 
Dans ce système, les projections algébriques w, v, w ou u, v, w de Îa 
vitesse d’un point matériel m, pourront être regardées comme fonctions 


des trois coordonnées initiales x, y, z ou x, y, z de ce même point, et 
différentiées par rapport à ces coordonnées. D'ailleurs ,en vertu des équa- 
tions (r)et(5) du $ IT, on aura 


D'— a Dy + bD, + c D., 
(18) | D, = a'D, + b'D, + c'D., 
DAS D PDP AA 

et 
( D, = a D, + a'D, + a"D., 
(19): CARE b D, + b'D, + 0"D,., 
l D, = c D, + c'D, + c"D.. 


La forme des équations (18) et (19) étant semblable à celle des équa- 
tions (1), (5) du SIT, et les dernières se déduisant des premières par la 
seule substitution des caractéristiques 


DA AS LD D 
aux coordonnées 


ll, ŸJ; Z , X, V, Z, 


il en résulte que les formules (15), (16), (17) continueront de subsister 
quand on y remplacera chaque coordonnée par la caractéristique qui 
indique une différentiation relative à cette même coordonnée. On aura donc 
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encore 


D,w—D,v=a (D,w—D,v)+0 (Du—D,w)+c (D,v —D,u), 
(20) { D,u —D,w=a(D,w—D,v) +6" (Du—D,w) + c'(D,w —D, w), 
D,v —D,u=@a"(D,w—D,v) + 0"(Diu—D,w) + c"(Diu —D,u); 
(D,w — D,v} + (Du — D,w} + (D,v — Du} 
(21) =(D,w — Do} + (Du — Diw} + (D, — Du}; 


(22) Du + D,v + D,w = D,u + D,0 + D,w. 


Les équations (20), (21) et (22) continueraient encore d'exister, si l’on 
y substituait aux projections algébriques 


1,00, 210% FOUEREUILI VALVE 


de la vitesse © d’un point matériel w les projections algébriques d’une 


autre grandeur relative au même point, et représentée par une portion de 
ligne droite, par exemple, les projections algébriques du déplacement 
absolu de ce point sur les axes des x,7,z ou des x, y, z. Alors, les for- 
mules (20) et (22) se trouveraient remplacées par quatre autres formules, 
dont les trois premières ont été obtenues par M. Maccullagh. Si, pour 
fixer les idées, on nommait 


RTE 


les projections algébriques du déplacement absolu du point matériel # 
sur les axes des 

Xl; Ÿ> 2, 
les trois premières formules établiraient , entre les trois différences 


(23) DA D AAD FES D TD AD) 


et les valeurs nouvelles que prennent ces différences quand on passe 
d’un des systèmes de coordonnées à l’autre, des relations semblables à 
celles qu'indiquent les équations (1) et(5) du $ I. Quant à la quatrième 
formule, elle exprimerait simplement que, dans le système de points 
matériels donné, la dilatation vu du volume, déterminée par l'équation 


2 
Pod 
7 sh) 


(24) u = D,£ + D,r + D.f, 


conserve uue valeur indépendante de la direction des axes coordonnés. 


Lorsqu’aux axes des x, y, on substitue les axes des x, y, z, alors des 


Hal 
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équations semblables aux formules (1) du $ I‘ servent, pour le système 
de points matériels donné, non-seulement à déduire des trois dépla- 
cements 

sans 


d'une molécule #, mesurés parallèlement aux axes des x, y, z, trois au- 


tres déplacements mesurés parallèlement aux axes des x, y, Z, et) repré- 
sentés par les sommes 


af +bn+et, a'E+bn+o'g, a'E+bn+ ce, 


mais encore à déduire des déplacements symboliques 


Er M, & 

correspondants aux axes des æ, y, z, trois autres déplacements sym- 
boliques correspondants aux axes des x, y,z, et représentés par les trois 
sommes 


aE+bnæ+el, a'EHb'n+e'c, a'E + bn4 ct. 
Il suit immédiatement de cette remarque, que les mêmes formules , dé- 
duites de la transformation des coordonnées, s'appliquent d’une part 
aux déplacements effectifs, de l’autre aux déplacements symboliques. 
Ainsi, en particulier, deux formules analogues à l'équation (3) du SI°, 
exprimeront que les deux trinômes 
ES +n + C?, Er + n° + 

sont tous deux indépendants de la direction des axes; et, en effet, eu 
égard aux conditions (4) du $ 1”, on aura non-seulement 


(AE +bn+eci)y +(a E+bn+c'Ey + (a'E + bnp") = Ep Res, 
mais encore 

(AE + bn) + (a EH bat) HQE + n Het} s toners. 
Pareillement, si l’on pose 

(25) u = D,£ + D,n + DL, 


v, où ce qu'on peut appeler la dilatation symbolique du volume, sera 
indépendante, aussi bien que v, de la direction des axes. On peut done 
énoncer la proposition suivante. 
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1% Théorème. Dans un système de points matériels, la somme des 
carrés des déplacements symboliques d’un point quelconque offre, tout 
comme la dilatation symbolique du volume, une valeur indépendante de 
la direction des axes coordonnés, supposés rectangulaires. 

On pourrait arriver encore à divers résultats dignes de remarque, en 
appliquant les principes ci-dessus exposés à la transformation d'expressions 
réelles ou imaginaires dont chacune renfermerait ou plusieurs dérivées du 
premier ordre, ou même des dérivées d’un ordre supérieur au premier. 

Ainsi, en particulier, si l’on désigne par 


D Halte 


diverses quantités qui varient avec les coordonnées x, ÿ,z, et par suite 
aussi avec les coordonnées x, y, z, les calculs à l'aide desquels nous avons 
obtenu les équations (14),(15),(16), (18) du $ I®, nous conduiront pareil- 
lement aux formules 


(26) D,pD,g+D,pD,4+D,pD4=D;pD,qg+D,pD,q+ D.pD:q, 
D,p D,q — D,pD,q = 
a (D,pD.q—D.pl,g)+6 (D.pD:q —D,pD.q)+c (D.pD,q—D,pD,q), 
D,p D,q—D,pD,q — 
a' (D, pD,q — D.pD,q)+0"(D.pD,g—D,pD. g)+c'(D,pD,q —D,pD.q) 
DepD,q—D,pDq = 
a" (D,pD:q—D:pD,q) + 0"(D:pDeq—D:pD.q)+c"(D:pD,q —D,pD:q), 
(D,pD,q—D,pD,q} +(P,pD,q—D,pD.q)+(D,pD,q—D,pD,q) 
—=(D,pD.9—D,pD,q/+(D.pD:q —D.pD.q}+(DpD,q—D,pD.q). 
(27) SEC, DD ADRESSE LES DD | 


La dernière équation renferme un théorème que l’on peut énoncer 
comme il suit : 

> Théorème. Étant données trois fonctions quelconques de trois coor- 
données rectangulaires x, y, z, la résultante formée avec les neuf déri- 
vées de ces trois fonctions, c’est-à-dire avec les neuf quantités 


D, p, D, p, Dip; 
160 D, q, Da 
Dre SR De re AUTERRE 


offrira une valeur indépendante de la direction des axes coordonnés. 
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Enfin, si l’on désigne par # une fonction quelconque de x, ÿ,z, on ti- 
rera des formules (18) ou (19), non-seulement 


(28) (Dis) + (D, + (Ds) = (D.s)° + (D,#)° + (Ds), 
mais encore 

(29) Di + D; + D; = D; + D; + D:, 

et par suite 

(30) Die + Dis + Dis = D's + D'se + Ds. 


On peut donc énoncer la proposition suivante: 
P 


3° Théorème. Si une fonction de trois coordonnées rectangulaires x, y, z 
est différentiée deux fois de suite par rapport à chacune de ces coordon- 
nées, la somme des carrés des trois dérivées du premier ordre, et la 
somme des trois dérivées du second ordre, offriront des valeurs indépen- 
dantes de la direction des axes coordonnés. 

Cette dernière proposition était déjà connue. On la trouve énoncée dans 
un Mémoire de M. Lamé, que renferme le XXII‘ cahier du Journal de 
l'École Polytechnique ( page 215). La racine du trinôme 


(Ds)? + (D,s) + (Ds) 
et la somme 
De + D;e + D's 
sont précisément ce que l’auteur du Mémoire appelle les parametres dif- 
ferentiels, du premier et du second ordre, de la fonction #. 


NOTE 


SUR QUELQUES THÉORÈMES 


RELATIFS A DES 


SOMMES D'EXPONENTIELLES. 


1% Théorème. Soit 
(1) S — Ae% + Be HE Ce +.,.+4 Ge + Heïr 


une somme composée d’un nombre fini de termes dont chacun soit le pro- 
duit de deux facteurs l’un constant, l’autre variable avec x, le facteur va - 
riable étantune exponentielle népérienne dont l’exposantsoit proportionnel 
à x, et chacune des constantes 


A ND RC NC, FR LD ad. 2 OA 


pouvant être réelle ou imaginaire. Si, les coefficients a, b, c,...,g, h étant 
tous différents les uns des autres, l'équation 


(2) RE 


se vérifie, quelle que soit la variable x, ou même seulement pour toutes 
les valeurs de x voisines d’une valeur donnée, cette équation entrainera 
les suivantes 

to PR OP Ent 0 4 1 Crée 1 dei nr les VO ER ee Où 


Démonstration. En vertu de la formule (1), l'équation (2) se réduit à la 
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suivante : 
(4) Act + Bei + Ce H.,,+ Ge + He = o. 


Or, on tire de cette dernière: 1° en divisant les deux membres par l’expo- 
nentielle e*, et différentiant par rapport à x, 


B(b—a)et 9++C(c—a)e 9 +..+G(g—a)ef 22H (ha) ef %—0; 


2° en divisant les deux nouveaux membres par l’exponentielle e-®*, et dif- 


férentiant par rapport à x, 
C(e—a)(c—be +... +G(g—a)(g—bef <EH(h-a)(h—b}e" +0, 


etc. En continuant de la même manière, c’est-à-dire en divisant les deux 
membres de chaque nouvelle équation par l’exponentielle renfermée dans 
le premier terme, et différientiant ensuite par rapport à x, on arrivera dé- 


finitivement à la formule 


(5) H(h — a) (h — b) (h — C).. (R — ghet-0r — 0. 


Cela posé, si, les coefficients 
Co0n PCR SERRES 


étant tous différents les uns des autres, l'équation (4) subsiste quelle que 
soitx, ou du moins pour toutes les valeurs de x voisines d’une valeur 


donnée, on pourra en dire autant de l’équation (5); et, comme alors 
chacun des facteurs 

h—.a; h—,06, .h — c,..., h — 9, gros 
différera de zéro, l'équation (5) entraînera la suivante, 


=" 0) 


Donc, dans l'hypothèse admise, l'équation (2) ou (4) entrainera la dernière 
des formules (3), c’est-à-dire la réduction du coefficient de la dernière ex- 
ponentielle, et par conséquent du dernier terme de la somme S, à zéro. 
D'ailleurs les termes qui composent la somme S pouvant être rangés dans 
un ordre quelconque , on peut prendre pour dernier terme l’un quelconque 
d’entre eux. Donc, dans l'hypothèse admise, l’évanouissement de la somme 
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S entraînera l’évanouissement de chacun de ses termes, et par conséquent 


le système des équations (3). 


Corollaire. Le théorème précédent, dont nous avons donné une autre 
démonstration dans le premier volume de cet ouvrage (page 158), subsiste 
évidemment lors même que l’un des coefficients 


par exemple, le coefficient «a se réduit à zéro, et l’exponentielle e“* à l’u- 
nité ; mais alors le premier terme de la somme S se réduit à une constante A. 
On peut donc énoncer encore la proposition suivante. 


2° Théorème. Nommons S une somme de la forme 


(6) S — À + Be + Ce +... Ge + He“, 


c'est-à-dire une somme composée d’un nombre fini de termes dont 
un seul A soit constant, chacun des autres étant le produit d'un 
facteur constant par une exponentielle népérienne dont lexposant soit 
proportionnel à x. Si les coefficients de la variable x, dans les diverses 
exponentielles, sont tous différents les uns des autres, la somme S ne 
pourra s’évanouir, pour une valeur quelconque de x, ou même pour toutes 
les valeurs de x voisines d’une valeur donnée, sans que chacun de ses ter- 
mes s’évanouisse. Donc, si les constantes 


bre, "AT eh 
sont toutes différentes les unes des autres et différentes de zéro, l’équation 
À + Be + Ce +... Ge: + He“ = 0 
entraînera chacune des suivantes, 
ARC RE PORTE RO an NEC ER ONUTH == 0 


Corollaire. Nommons s une nouvelle somme qui ne diffère de la pre- 
mière S, qu’en raison des valeurs attribuées aux coefficients des exponen- 
tielles, en sorte que l’on ait 


D) sæ ne + Ge pi iqer + Bet 
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On tirera des équations (6) et (5) 


Su-—1$u== 


A — 4 + (B — v) er H(C—e) er +..H+(G—G) et H+CH— 5) ex. 


Cela posé, on conclura immédiatement du 2° théorème que, si les coeffi- 


cients 


bs,.CH Ter 
différent tous les uns des autres et de zéro, l’équation 
S—8—0o 


ne pourra subsister pour toutes les valeurs de x voisines d’une valeur donnée, 
sans entrainer les formules, 


RS EE AU TE RÉ PNEN e De, 
En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : 
3° Théorème. Si, les constantes 
boy. te 


étant toutes différentes les unes des autres et différentes de zéro, deux 
sommes S, 8 de la forme 

ne — À —H Be + Ce H...+ Ge + Heïr, 

\ ) | s — Jp + vert + Cet en Ge£® + get, 


un 


sont égales entre elles quelle que soit x, ou seulement pour toutes les va- 
leurs de x voisines d’une valeur donnée, les termes correspondants de ces 
deux sommes seront égaux, et par suite on aura 


(a) A dt, DB ie, Ge A den 
Corollaire. Si les constantes 
VW, S,..., G1 9 
se réduisent à zéro, on obtiendra, au lieu du 3° théorème, le suivant: 
A° Théorème. Soit 


S — A + Be + Cer L...+ Ge” + Her 
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une somme composée d’un nombre fini de termes dont un seul A soit 
constant, chacun des autres étant le produit de deux facteurs l’un cons- 
tant, l’autre variable avec x, et le facteur variable étant une exponentielle 
népérienne dont l’exposant soit proportionnel à x. Si, les coefficients 


DCE TR 


étant tous différents les uns des autres, la somme S$ se réduit, quel que 
soit x, ou même seulement pour toutesles valeurs de x voisines d’une va- 
leur donnée, à une constante déterminée & ; chacun des termes variables de 
la somme $S, c'est-à-dire chaque terme proportionnel à une exponentielle 
donnée , se réduira séparément à zéro, en sorte qu’on aura 


ARC ON RE OR CR RO REC | OR RO! 


ea e— 
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NOTE 
SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS 


DES 


INTÉGRALES DÉFINIES 


SIMPLES OÙ MULTIPLES. 


Soient 

1 A M € 
deux valeurs réelles de la variable x, et f(x) une fonction réelle de cette 
variable. Soient d’ailleurs 

LE CRE EETENT 

de nouvelles valeurs de x interposées entre les limites 

or X 
et qui aillent toujours en croissant ou en décroissant depuis là premiére 
limite jusqu’à la seconde, suivant que la différence X — x, sera positive ou 
négative. On pourra se servir de ces valeurs pour diviser la différence X—x, 
en éléments 


De, CS ECM 0 La AS NAN EEE 


qui seront tous de même signe; et, si la fonction f(x) reste constante par 
rapport à la variable x pour des valeurs de cette variable intermédiaires 
entre x, et X, l'intégrale définie 


(Ga93:) 
ne sera autre chose que la limite vers laquelle convergera la somme 


() S=(r—ro)f(to) +de) 2) + +IX 2) f(x), 


tandis que les éléments de la différence X — x, deviendront de plus en 


plus petits. 
Concevons maintenant que la fonction EE) soit le produit de deux fac- 
teurs, et que l’on ait en conséquence 


RCD EULE 


8, u désignant deux fonctions réelles et continues de x dont la seconde 
conserve toujours le même signe pour des valeurs de x intermédiaires entre 
x, et X. Si l’on nomme 

RC PT AS 
les valeurs de Ÿ, et 

LR LES DRE 


les valeurs de z, correspondantes aux valeurs 
RU EL EE LE 
de la variable x, l'équation (1) donnera 
(2) S= ua —x)+u(x, —2x)+...+ 06, ,u,,(X — x, 


D'ailleurs on démontre aisément la proposition suivante : 


1% Thévreme. Si l’on représente par 


des quantités de même signe, et par 
PEAU 
des quantités quelconques, on aura toujours 
aa + aa! + ae" +... — (a + a + a +...) M(a, a!, a",...), 


la notation 


\ 


Ltée dal, #30) 


désignant une moyenne entre les quantités &. a!, a"... 
8 ,4,a, 
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En vertu de ce théorème, dont on peut voir la démonstration dans 
ul ’ . . 
l'Analyse algébrique (page 17), on tirera de la formule (2), 


(3) S = Our — rx) + ur, — x) +...+Lu,(X — x,_,], 


pourvu que l’on pose 


(©) — M (6,, D ein AOL À 


c'est-à-dire, pourvu que l’on désigne par @ une moyenne entre les quan- 
tités 
0, ERA se.) EN 


par conséquent une moyenne entre les diverses valeurs qu’acquiert la 
fonction ÿ pour des valeurs de x intermédiaires entre x+,, X. Si maintenant 
on suppose que chacun des éléments de la différence X — x, devienne in- 
finiment petit, le premier membre de l'équation (3) s’approchera indéfini- 
ment de l'intégrale 


[St de —f"puax, 


et la somme 
U(X, — Lo) + (XL, — 2A,) +...+ u,_,(X — x.) 


de l'intégrale 


[udr. 


Ÿ Æo 


Donc, en passant aux limites, on tirera de l'équation (3), 


X x 
"1 Qudx = © | udx, 
Lo 


To 


Prun 
= 
CET 


© désignant toujours une moyenne entre les valeurs qu'acquiert la fonc - 
tion ÿ pour des valeurs de x intermédiaires entre x, et X. 
Supposons maintenant que la fonction 


f(x) = lu 


cesse d’être finie, sans cesser d’être continue, et change brusquement de 
valeur avec l’un au moins de ses deux facteurs 8, 4, pour certaines valeurs 
particulières de x intermédiaires entre x, et X. Si l’on désigne par 


XL; Lave CE D ETES 
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ces valeurs particulières, qui ne seront plus arbitrairement choisies comme 
dans l'équation (1), mais complétement déterminées, on aura 


G) fe de = flpa)de + [ya)de +. + [7 y (a) dr, 


ou, ce qui revient au même, 


ï Gudx. 


(6}ajsroi LBudx= f "Budx + f 'Gudee +. un AU 
D'ailleurs, comme la fonction f (x) restera continue avec chacun de ses 
facteurs 4, x, pour toutes les valeurs de x renfermées entre les limites x, 
x, , ou entre les limites x,,x,,..., ou enfin entre les limites x,_,, X; on 
tirera successivement de la formule (4), 


T1 x u 
Qudx = ©, u dx, 
To 


7 ‘Qudx = ©, ‘udx, 
etc... 


sh Ou dx = ©... udx, 
Tn—1  Tn—i 

pourvu que l’on désigne généralement par ®, une moyenne entre les di- 
verses valeurs qu’acquiert la fonction 8 pour ‘des valeurs de la variable x 
intermédiaires entre +, et X,,,. Or de ces dernières formules, jointes à 
l'équation (6) et au théorème 1”, on conclura immédiatement 


X 


4 7 


[Sade =( ['ude + nude +. + A )M (ee. 01h) 


Ln—: 


ou, ce qui revient au même, 


[Que — © [ ‘‘udx, 


pourvu que l’on pose 
GO MIONIO; "LRO 


c'est-à-dire, pourvu que lon désigne par @ une moyenne entre les 


quantités 
@, @,,..., @,., 
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et par conséquent une moyenne entreles diverses valeurs qu’acquiert la fonc- 
tion 6 pour des valeurs de la variable x intermédiaires entre x, , X. Donc la 
proposition connue, que renferme l'équation (4), peut être étendue au cas 
où les fonctions de x représentées par 8, w, cessent d’être continues, sans 
cesser d’être finies. Il y a plus: en partant des définitions données et des prin- 
cipes développés dansle Résumé des Leçons sur le Calcul infinitésimal, on 
reconnaîtra facilement que, si la fonction w offre constamment le même 
signe entre les limites x=x,,æx=—=X, la formule (4) subsistera toujours, 
ou subsistera du moins tant que les intégrales comprises dans ses deux 
membres conserveront des valeurs finies et déterminées. On peut donc 
énoncer la proposition suivante : 


>° Théorème. Si 8, u désignent deux fonctions réelles de la variable 
réelle x, et si la seconde de ces fonctions conserve constaminent le même 
signe entre les limites x=x,, x=X, onaura 


X x 
Qudr = of HEC 
Li To 


pourvu que les intégrales définies comprises dans la formule précédente 
offrent des valeurs déterminées, et que l’on désigne par © une moyenne 
entre les valeurs diverses qu’acquiert la fonction 8 pour des valeurs de x 
comprises entre les limites x=x,, x=X. 


Corollaire 1°. Si l'on pose u= 1, on aura simplement 
X 
fe bdx = E(X — x). 
To 


Donc une intégrale définie simple est le produit de la différence entre 
les limites de la variable par une valeur moyenne de la fonction sous 
la lettre f'; et, si cette fonction conserve constamment le même signe, entre 
les limites de l'intégration, le signe de la différence entre ces limites, 
multiplié par le signe de la fonction, donnera pour produit le signe de 
l'intégrale, 

Corollaire 2. Si l’on pose 


[4 
Qu = y, rs, 


, V . A \ 
© représentera une des valeurs du rapport =, et par suite le 2° théoreme 


entraînera le suivant : 


(f297.) 
3° Théorème. Si u, v désignent deux fonctions réelles de x, dont la pre- 
mière conserve constamment le même signe entre les limites réelles x=x,, 
æ=X, et si d’ailleurs les deux intégrales 


X X 
j LOX, fi vdx 
To T7 Lo 


offrent des valeurs déterminées , le rapport 


X 
fi [4 dx 


T1 
X 
(h u dx 
Lo 
sera une moyenne entre les diverses valeurs qu'acquiert le rapport 
4 
U 


pour des valeurs de x intermédiaires entre x, et X. 
Du 3° théorème on peut déduire immédiatement celui que nous allons 
énoncer. 


4° Théorème. Soient x, y deux variables réelles, et , v deux fonctions 
réelles de x, y, dont la première w conserve constamment le même signe 
pour toutes les valeurs de y renfermées entre les limites y= y,, Y =Y, 
les lettres 7,, Y désignant deux fonctions données de x, et pour toutes 
les valeurs de x renfermées entre les limites constantes x=x,,x=X. 
Si la différence Y— y,, considérée comme fonction de x, ne change pas 
de signe entre les limites x=x,, x=X., si d’ailleurs les deux intégrales 


HE of à udy dx, Fons vdy dx 


offrent des valeurs déterminées, le rapport 


X Y 

vf 1 v dy dx 
To o 
a Y 

[l [ u dy àx 


sera une moyenne entre les diverses valeurs qu’acquiert le rapport 


CS ou — 0 1 
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Démonstration. Puisque la quantité w, considérée comme fonction 
dex, y, et la différence Y— y, , considérée comme fonction de x, doi- 
vent, par hypothèse, ne pas changer de signes entre les limites des inté- 
grations; on pourra en dire autant de la fonction de x représentée par 


l'intégrale 
né 
Î u dx, 


dont le signe, eu égard au 1‘ corollaire du 2° théorème, sera le produit 
du signe de z par le signe de Y— y. Cela posé, on conclura du 3° théo- 


reme que le rapport 
X FrY 
[ il v dy dr 
7 Lo Yo 
AS ONE UUM 
F3 Al u dy dx 
Le To La J'o 
est une moyenne entre les diverses valeurs du rapport 
4 
f v dy 
J Yo : 
X 
«A u dy 
5}: 
et ce dernier rapport une moyenne entre les diverses valeurs du 


(4 

rapport =. 

En appliquant de semblables raisonnements à des intégrales triples, 
quadruples , etc , on établira généralement la proposition suivante : 

5° Théorème. Soient x, y, z,... plusieurs variables réelles, et x, v deux 
fonctions réelles de x, y, 2,..., dont la première x conserve canstam- 
ment le même signe pour toutes les valeurs de x renfermées entre les 
limites constantes x,, X, pour toutes les valeurs de y renfermées entre les 
limites y,, ŸY, qui représentent deux fonctions données de x, pour toutes les 
valeurs de z renfermées entre les limites z,, Z, qui représentent deux fonc- 
tions données de z, etc. Supposons encore qu'entre ces limites , chacune des 


différences 
d'à OR en EE UN 


considérée comme fonction de x, ou de x, y, etc., conserve constamment 
le même signe. Si chacune des intégrales 


LEE TD CL, (” ft re PARA CRUT EE, 


Te / Yo / Zo 
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offre une valeur déterminée, le rapport 


RAT PER RE ET TT ITU] 
je Lou Le dr ddr 
7 Lo mont z 
. >, V 
sera une moyenne entre les diverses valeurs qu’acquiert le rapport - pour 
u 


des valeurs de x, y, 2,.,. comprises entre les limites des intégrations. 

Comme les surfaces planes se trouvent représentées par des inté- 
grales définies simples, et les volumes des solides par des intégrales dé- 
finies doubles, des divers théorèmes que nous venons d'établir en- 
trainent immédiatement plusieurs de ceux qui se trouvent énoncés dans 
les Applications géométriques du Calcul infinitésimal, et en particulier les 
suivants : 


6° Théorème. Le rapport entre deux surfaces planes est toujours une 
quantité moyenne entre les diverses valeurs que peut acquérir le rap- 
port des sections linéaires faites dans ces deux surfaces par un plan mo- 
bile qui demeure constamment parallèle à un plan donné. 

7° T'héorème. Le rapport entre les volumes renfermés dans deux en- 
veloppes distinctes , est une quantité moyenne entre les diverses valeurs 
que peut acquérir le rapport des longueurs interceptées par les deux en- 
veloppes sur une droite mobile qui demeure constamment parallele à un 


axe donné. 
Comme pour transformer le cercle dont le rayon est a en une clhpse 


dont les demi-axes sont a et b, il suffit de faire croître l’ordonnée du 


f WP 3 US ; 
cercle dans un rapport égal à ca il suit du 6° théorème, que la surface 


de l’ellipse sera le produit de la surface du cercle par le rapport £ On 


retrouve ainsi, pour la surface de l’ellipse, l'expression connue : 
b 
TX = — Tab. 


Pareillement, comme, pour transformer une sphere dont le rayon est a, 
en un ellipsoide dont les demi-axes soient 


asuby ek 


il suffit de faire croître les ordonnées de la sphère, mesurées à partir de 
39 
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deux plans qui passent par le centre et se coupent à angles droits , 1° dans 
LA \ b [è] x à A] C. LA . LA \ 
un rapport égal à = 2° dans un rapport égal à =; il suit du 7° théorème, 
que le volume de l’ellipsoïde sera le produit du volume de la sphère par 
b UE ESS 
les deux rapports =, £. On retrouve ainsi, pour le volume de l’ellipsoïde, 


l'expression connue 


4 0 


3 TA X TU €. 


C 
x =; 

Pour obtenir les théorèmes G et 7, il suffit d'exprimer les aires des sur- 
faces planes et les volumes, à l’aide d’intégrales définies simples ou doubles, 
en faisant usage de coordonnées rectangulaires æ,7,z. Mais à ces coor- 
données rectangulaires on pourrait substituer des coordonnées polaires, 
savoir, le rayon vecteur r mené de l’origine des coordonnées à un point de 
l’espace, l’angle p formé par ce rayon vecteur avec un axe fixe mené par 
l’origine, et l’angle q formé par le plan qui renferme le rayon vecteur et 
l’axe fixe, avec un plan fixe passant par le même axe. D'autre part, si le 
rayon vecteur devient mobile, et si ce rayon, offrant une longueur variable 
avec sa direction, tourne autour de l’origine dans un plan ou dans l’espace, 
de manière à décrire une courbe ou une surface fermée qu'il traverse à 
chaque instant en un seul point; alors, pour représenter l’aire comprise 
dans la courbe plane, ou le volume enveloppé par la surface courbe, on 
obtiendra l'intégrale définie simple 


serie, 


r étant fonction de p, ou l'intégrale définie double 


; [a [Q r'sinpdpdg, 


r étant fonction de p et de q. Cela posé, on déduira immédiatement des 
théorèmes 3 et 4 les propositions suivantes : 


8 Théorème. Le rapport entre les aires de deux surfaces planes engen- 
drées par deux rayons vecteurs mobiles qui tournent simultanément dans 
un plan autour d’un point fixe, de manière à offrir des longueurs variables 
avec leur direction commune, est une moyenne entre les diverses valeurs 
qu’acquiert successivement le carré du rapport de ces deux rayons vecteurs. 


7 | CSor ) 


9° Théorème. Le rapport entre les volumes engendrés par deux rayons 
vecteurs mobiles qui tournent dans l’espace autour d’un point fixe, de ma- 
nière à offrir des longueurs variables avec leur direction commune, est 
une moyenne entre les diverses valeurs qu’acquiert successivement le cube 
du rapport de ces rayons vecteurs. 

Dans le cas où les deux rayons vecteurs cessent d'exécuter ane rotation 
complète autour du point fixe, les limites des intégrales relatives à p et à 
q demeurent quelconques; mais le rapport des aires ou des volumes engen- 
drés est toujours évidemment celui qu'indique le théorème 8 ou le théo- 
rème O,. 

Lorsque deux rayons vecteurs mobiles, comptés à partir d’un point fixe, 
tournent simultanément autour de ce point dans un plan ou dans lPespace, 
de telle manière que leurs longueurs , mesurées à chaque instant dans une 
même direction, conservent toujours entre elles le même rapport, les deux 
courbes planes, ou les deux surfaces courbes, décrites par les deux extré- 
mités de ces rayons vecteurs, sont ce qu'on appelle des courbes semblables 
ou des surfaces semblables. Cela posé, les théorèmes 8 et 9 entraînent évi- 
demment les propositions suivantes: 


10° T'heoreme. Le rapport des aires renfermées dans deux courbes sem- 
blables, engendrées par les extrémités de deux rayons vecteurs qui tournent 
simultanément dans un plan autour d’un point fixe, en conservant toujours 
entre eux le même rapport, est égal au carré de ce rapport. 


11° Théorème. Le rapport des volumes renfermés dans deux surfaces 
semblables engendrées par les deux extrémités de deux rayons vecteurs qui 
tournent dans l’espace autour d'un point fixe, en conservant toujours 
entre eux le même rapport, est égal au cube de ce rapport. 
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MÉMOIRE 


SUR LES 


DILATATIONS, LES CONDENSATIONS ET LES ROTATIONS 


PRODUITES PAR UN CHANGEMENT DE FORME 


DANS UN SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS. 


Pour étre en état d'appliquer facilement la Géométrie à la Mécanique, 
il ne suffit pas de connaître les diverses formes que les lignes ou surfaces 
peuvent présenter, et les propriétés de ces lignes ou de ces surfaces, mais 
il importe encore de savoir quels sont les changements de forme que 
peuvent subir les corps considérés comme des systèmes de points maté- 
riels , et à quelles lois générales ces changements de forme se trouvent as- 
sujettis. Ces lois ne paraissent pas moins dignes d’être étudiées que celles 
qui expriment les propriétés générales des lignes courbes ou des surfaces 
courbes ; et aux théorèmes d’'Euler ou de Meunier sur la courbure des sur- 
faces qui limitent les corps , on peut ajouter d’autres théorèmes qui aient 
pour objet les condensations ou les dilatations linéaires, et les autres modifi- 
cations éprouvées en chaque point par un corps qui vient à changer de forme. 
Déjà, dans nn Mémoire qui a été présenté à l’Académie des Sciences le 
30 septembre 1822, et publié par extrait dans le Bulletin de la Société 
Philomatique, j'ai donné la théorie des condensations ou dilatations li- 
néaires, et les lois de leurs variations dans un système de points matériels. 
À cette théorie, fondée sur une analyse que j'ai développée dans le second 
volume des Exercices de Mathématiques, et que je vais reproduire avec 
quelques légères modifications, je me propose de joindre ici la théorie 
des rotations qu’exécutent, en se déformant, des axes menés par un point 
quelconque du systéme. 


(1800) ). 


ANALYSE. 
$ 1%, Formules générales relatives au changement forme que peut subir un système de 


points matériels. 


Considérons un système de points matériels rapporté à trois axes coor- 
donnés et rectangulaires. Soient, dans un premier état du système, 
æ, y, Z les coordonnées d’une molécule “5 supposée réduite à un point 
matériel, 
x + AT, y + Ay, z+ Az les coordonnées d’une autre molécule "», 
r le rayon vecteur mené de la molécule m à la molécule 7; 


a, b, c les cosinus des angles formés par ce rayon vecteur avec les demi- 
axes des coordonnées positives. 


On aura non-seulement 


(1) r° = Ax? + Ay° + A7, 
mais encore 
AT À Az 
(2) a —, Dr Le _. 
J r 
et 
(3) a+ b+c = x. 


Concevons maintenant que le système donné de points matériels vienne 
à se mouvoir et à changer de forme. Soient, dans le second état du 


système, 
£, n, & les déplacements de la molécule 4, mesurés parallèlement aux 


axes coordonnés ; 

£ HAË, n + An, € + AT les déplacements correspondants de la molé- 
cule m, 

r + p  lerayon vecteur mené de la molécule 5 à la molécule m ; 


a, 6, « les cosinus des angles formés par ce rayon vecteur avec les demi- 
axes des coordonnées positives. 


Les coordonnées de la molécule m, dans le second état du systeme, 


seront 


Li EE; opiiny mldeg, 
tandis que celles de la molécule 72 seront 


20 A ENBRIAENER CA BTE pe SE Of NAT I LANA Ne Large LRO ALL tar 
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et, par suite, les différences entre les coordonnées des deux molécules , ou 
les projections algébriques du rayon vecteur r + p sur les demi-axes des 
coordonnées positives, se trouveront représentées par les binômes 


Ax + AË, Ay + An, Az + A. 
En conséquence, on aura non-seulement 
(4) (r + p)} = = (Ax —- AË} + + (Ay —- An) + (Az + AC}, 


mais encore 
__ Ar + AË FT MONS à EH 43 + AË 


(2) Aus A APE Pris ee 
et 
(6) HF +He —= 71. 


Ce n’est pas tout : si l’on pose 
(7) 2 A 


on tirera des équations (4) et (5), jointes aux formules (1) et (2), 


Bu RE Cr ARR 


@ a = (ae + ) be eoiQ +?) <= TR mn 


la quantité €, déterminée par la formule (7), représente évidemment /a di- 
latation linéaire que subit la distance r comprise entre les molécules # 
et m, tandis que le système donné passe du premier état au second. 
Lorsque # devient négatifavec p, la dilatation dont il s’agit se transforme en 
une condensation linéaire représentée par la valeur numérique de &. 
Supposons maintenant que l'on désigne par O et par O‘ les points de l’es- 
pace avec lesquels coïncide successivement la molécule #, dans le premier 
et dans le second état du système, puis par OA et par O'A' les demi-axes 
qui, dans ces deux états, offrent pour directions celles des rayons vec- 
teurs r'et r + p. Supposons encore, pour fixer les idées, les demi-axes des 


coordonnées positives disposés de telle manière que les mouvements de 


rotation, exécutés de droite à gauche autour de ces demi-axes, soient, 
dans les plans coordonnés, des mouvements directs. Enfin nommons 


d 


l'angle formé dans l’espace par le demi-axe O'A' avec le demi-axe O A, ou, 


PET le 2271. 
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ce qui revient au même, avec un demi-axe parallèle mené par le point O'; 
et représentons par 

Ps Xs Ÿ 
les projections algébriques de l'angle d'sur les plans coordonnés, c’est-à-dire, 
en d’autres termes, les trois angles formés dans ces plans par les projections 
du rayon vecteur r+ p avec les projections du rayon vecteur r, chacun de 
ces angles étant pris d’ailleurs avec le signe + ou avec le signe —, sui- 
vant que le mouvement de rotation d’un rayon vecteur qui tourne de 
manière à s'appliquer successivement sur les projections de ret de r+p, 
est direct ou rétrograde. On aura, d’après une formule connue, 


cos d' = aa + b6 + ce; 
puis de cette dernière équation, jointe aux formules (3) et (6), on conclura 
sind =: — cos d = (a +Hb + c) (a HpHe) — (aa + b6L ce}, 
ou , ce qui revient au même, 
sin? J'=(be—6c)+(ca—ca) + (al —4b), 
et par suite 
(10) sind = [(be—6c)°+(ca —ca) H(añ— sb) ]". 


De plus, l'angle @ n'étant autre chose que la différence entre deux angles 
qui auront pour tangentes 


c C 
6 et D? 
on en conclura 
é C 
6 + 
tang ® — L A 
1 = 
b £ 
par conséquent | 
tang® — Fi ï É. On trouvera de même 
gra 
(11) tangX = ï Dr et 
af — 4Ù 


Il est bon d'observer qu'en vertu des équations (9), les trois différences 
be — Bec, ca—ca, ab —s4b 
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auront pour valeurs respectives 
aAn—bDaë 


Qi e)r 


bAË— ca :AË — aa | 
(2) been EE, caca Te, añ—gab= 


Dans les diverses formules ci-dessus établies, les déplacements molé- 
Dita 
GB 1) € 


étant variables avec la position de la molécule #, doivent être considérés 


comme des fonctions des coordonnées x, y, z. Passons maintenant à 
d’autres formules, que l’on déduit immédiatement des précédentes, en 


culaires 


supposant que ces fonctions soient continues. 
Lorsque, la direction du demi-axe O A restant invariable , la molécule " 


se rapproche indéfiniment de la molécule x, chacune des quantités 
r, AË, An, AË 


se rapproche indéfiniment de la limite zéro ; mais il n’en est pas de même 


des rapports 


7 
rh? 


AË A4 AË 
n T° 


dont chacun converge vers une limite que l’on détermine sans peine à J’aide 
des considérations suivantes. 

Représentons par 
fi (x, AE 2) 
une fonction continue de x, y, z, par exemple , un des déplacements £, n, 8. 
On aura 

Af(x,7,1z)= f(x +Ax, ÿHAY, 2+ 43) — f(x, F,2), 

et par suite, eu égard aux formules (2), 


Af(x, F2) _f(x+ar, j+br, z+cr)— f(x, 7,2) 


(13) 


F 
Or, tandis que r s'approche indéfiniment de zero, la limite vers laquelle 
converge le second membre de léquation (13) se réduit à la valeur que 
prend la dérivée 
D,f(x<+ar, y + br, z+ cr) 
Li A + . A 
oour une valeur nulle de r, c’est-à-dire au'trinôme. 


aD, f(x,7,2) + bD; f(x, 7,2) + cD, f (x, 7,2). 


ou 
rs 


# 
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Donc les limites vers lesquelles convergent les rapports 
A& A] AC 
D CARTE 


, pour des valeurs décroissantes de r seront déterminées par les formules 


li. #5 = aD,£ + bD,E + cD.&, 
(14) lim. — = aD,1 + bD,n + cD, », 
lim, LE = aD£ + BD, + cD.c. 


Cela posé, si la molécule “5 se rapproche indéfiniment de la molé- 
cule m, ou, ce qui revient au même, si r décroit indéfiniment, les va- 
leurs de 


€, 4, SCA P, XV 


fournies par les équations (8),(9), (10) et (rr), convergeront elles-mêmes 
vers des limites que l’on obtiendra aisément en substituant dans les équa- 
tions (8) et (9), à la place des rapports 
AË A AË 
‘utinbrA toire 


2 


r ? 


les seconds membres des formules (14). En opérant ainsi l'on trouvera, au 
lieu des équations et (9), les suivantes : 


(15) (1 €) = [a(i + D,Ë) + bD,E + cD,Ë] 
PRe n+ b(1+D,1) + cD,n} 
+ [aD.é + DE + cG + D) ], 


LA 


(16) 6— —_(aD + b(IHD,n) + cD,r], 


14 8 L 
[a DE + BD, + ci + 1 drag dE 


et, à la place des formuies (12), les suivantes : 


EN 


Le 


jean (aD.+6D, + cD,)(bC — cn), 
- (17) 


E — a), 
añ—ab = (D. +6D, + cD,) (an — bE). 
4o.. 


Ca— (a —= 
(12 = 
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Il est d’ailleurs facile de voir ce que représenteront les valeurs de 
Es 4, 6, €, d’, ®, 2 À, 


déterminées par le système des équations (15) et (16), jointes aux for- 
mules (10) et (11); et d’abord, pour une valeur nulle de r, le demi-axeO’A, 
relatif au second état du système de points matériels, se confondra évi- 
demment avec la tangente menée par le point O’ à la courbe en laquelle 
se sera métamorphosé, en se déformant, le demi-axe OA mené par le 
point O. Cela posé, les angles dont les cosinus seront a’, b’, c', détermi- 
neront, dans le second état du système, la nouvelle direction que l'axe OA, 
en se courbant et se déplaçant, aura prise à partir du point avec le- 
quel coïncide la molécule #; et l'angle J' mesurera ce qu'on peut appeler 
la rotation du demi-axe OA autour de cette molécule. Quant aux angles 


PS CESR 


ils représenteront toujours les projections algébriques de l'angle J'sur les 
plans coordonnés. Enfin la quantité e, déterminée par l’équation (17), re- 
présentera évidemment , dans le second état du système de points matériels, 
ce qu’on peut appeler la dilatation linéaire du système, mesurée au point 
O' suivant la direction O'A’. 

Considérons en particulier le cas où le demi-axe OA est parallèle au plan 
des 7,2. Dans ce cas on trouve 


&Œ —10; 
et, en nommant T l'angle polaire formé par le demi-axe OA avec celui des 
y positives, on a encore 
DR OS TA NC EME 

Par suite, on tire de la première des formules (11) jointe aux équa- 
tions (16), 
(18) tang @ — Ro r pee ie), , 
| 1 + (OD, + cD,) (by + cë) 
ou, ce qui revient au même, 


(cos TD, + sin rD,) (£cosr — »sinr) 
1 + (cos rD, + sin rD,) (y cosr + € sin 7) 


(19) tang ® = 


Alors @ représente ce qu’on peut appeler la rotation du demi-axe OA au- 
tour d’un demi-axe parallele à celui des x positives. D'ailleurs, si la direc- 


( 509 ) 


tion du demi-axe OA vient à varier avec l'angle + dans un plan parallele au 
plan des y, z, la rotation @ variera elle-même; et, si l'on pose 


(20) da = — odr, 


27 0 


® étant déterminé en fonction de + par la formule (19), & représentera la 
valeur moyenne de cette rotation, ou ce qu'on peut appeler la rotation 
moyenne du système autour d’un demi-axe parallèle à celui des x positives. 
Enfin on arrivera encore à des conclusions semblables, en supposant le de- 
mi-axe OA renfermé dans un plan parallèle au plan des z,x ou des x, y; 
et si, en attribuant à % une valeur déterminée par l'équation 


(cos r D, + sinr D,) (£ cosr 2 € sin r) 


(21) lang x — 1 + (cos r D, + sinr D;) (£ cosr + £ sinr)? 
on prend 

[ 27 
(22) dos — /f. xd, 


ou si, en supposant 


(cos r D, + sinr D,) (y cos r — £ sinr) 


(23) RC DD Gone Cf Gao)? 
on prend 

I 27 
(24) ACIER ET No 


6, y représenteront ce qu'on peut appeler les rotations moyennes du sys- 
tème autour des demi-axes menés par la molécule m parallèlement à 


ceux des y et des z positives. 
Puisque l'angle ®, déterminé par la première des formules (11), est la 
différence entre deux arcs dont les tangentes sont 


et que, pour passer de la première de la premiere des formules (11), à l'é- 
quation (19), il suffit de poser 

CNRC POP EEE NP, Lt 'ORE'SITET, 
par conséquent 


c 
= tang T; 


et de plus, eu égard aux formules (16), 


e _ aD,ê + DE + ci re D.) __ cosr Dé + sinr (1 + D.) 
f 7 aDes + Dr + Dr) Æ cDon — cosr (1 + Dr) + sin r D,#”° 


(CL 9#p) 
ou , ce qui revient au même , 
CHA D,£ + (1 + D,6) tangr 


GER UT EE D,» + D,n tangr ? 


il est clair que, dans la formule (20), on pourra supposer à volonté la valeur 
de ç déterminée ou par l'équation (19) ou par la suivante: 


D,ê + (1 + D.0) tangr 


(25) tang (@ mit T) Er : 1 + Ds + Dyntangr 


Pareillement on pourra supposer à volonté, dans la formule (22), l'angle y 
déterminé ou par l'équation {21) ou par la suivante : 


k D,Ë + (1 + D,6) tansr 
9 lang Ge + 7) = Te Re Ur 


et, dans la formule (24), l'angle A déterminé ou par l’équation (23), ou 
par la suivante : 
Don + (1 + D,») tangr 

(27) pos (d UT 1+ DE +D,E tngr | 

Des formules jusqu'ici obtenues se déduisent diverses conséquences 
dignes de remarque, et d'abord il résulte de la formule (15) que Le 
rapport 

il 


I He 


varie avec la direction du demi-axe OA de manière a pouvoir étre constam- 
ment représenté par le rayon vecteur dun ellipsoide dont l'équation serait 


mx + DE) + JDE + Dép 

(28) + [xD,n+ y + D,r) + 2D,1/ 

+ DC + D, + 2 QG + DEF, 
les lettres x, y, z désignant les coordonnées courantes de cet ellipsoide. 1l 
est d’ailleurs bon d'observer que l'équation (15) est précisément celle qu’on 
obtient quand on élimine #, $, edel’équation(6), à l’aide des formules(16). 
Si, à l’aide des mêmes formules, on éliminait a, b, c de l'équation (2), on 
obtiendrait une autre équation de laquelle il résulterait que le binôme 


1 + €, 


considéré comme une quantité qui varie avec la direction du demi-axe 
O'A', est représenté par le rayon vecteur + d'un second ellipsoide. Nous ap- 


CS1r) 


pellerons dilatations ou conrlensations principales celles qui correspondent 
aux trois axes de lun ou de l’autre ellipsoïde, et parmi lesquelles se ren- 
contrent toujours les dilatations ou condensations maximum et minimum. 
Cela posé, il est clair que Les trois directions dans lesquelles se mesureront 
les dilatations ou condensations linéaires seront celles de trois demi-axes 
qui se couperont à angles droits. Ces conclusions s'accordent avec les for- 
mules que j'ai données en 1822, et reproduites en 1827 dans le II° volume 
des Exercices de Mathématiques. (Voir la page 60 et les suivantes.) 

On peut encore conclure généralement de l’équation (10), après en avoir 
éliminé a; 6, e, à l’aide des formules (16), que, si le rapport 


I 


(1 + s) sin à 


varie avec la direction du demi-axe OA, il se trouvera représenté par le 
carré du rayon vecteur d’une surface du quatrième degré dont l'équation 
sera 
= (GD, + yD, + 2D,) GC — 2r)f 
(29) + (xD. + yD, + 2D.) Gé — x) 
| + LGDe + yD, + 2D.) (Gen — 36)T. 


Si, au contraire, à l’aide des formules (16), on éliminait a, b, c de l’équa- 
tion (10), on conclurait de l'équation résultante que le rapport 


U+ 6e 


sin d ? 


considéré comme variable avec la direction du demi-axe O'A', peut étre 
représenté par le carré du rayon vecteur d'une autre surface du quatrième 
degré. 

Enfin on conclura des formules (11) et(16) que la tangente de chacun des 
angles ®, x, -L varie avec la direction du demi-axe OA, ou bien encore avec 
la direction du demi-axe O'A', de manière à étre constamment représentee 
par le rapport entre les carrés des rayons vecteurs de deux surfaces du se- 
cond degré. 

Concevons à présent que l’on cherche la rotation moyenne du système 
de points matériels donné, non plus autour de trois demi-axes parallèles 
à ceux des x, y et z positives, mais autour de trois autres demi-axes 
OA, OB, OC rectangulaires entre eux. Supposons que les cosinus des angles 
formés, avec les demi-axes des x, y et 3 positives, par les demi-axes OA ou 
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OB ou OC, soient respectivement 


nb, % 
ou 


&, b!, c! 
ou 


HD Er" 


? 


les trois nouveaux demi-axes OA, OB, OC étant teis qu’un mouvement de 

rotation imprimé à leur système puisse les faire coïncider, le premier avec 

le demi-axe des æ positives, le deuxième avec le demi-axe des y posi- 

tives , le troisième avec le demi-axe des z positives. ‘Les neuf cosinus 
LDC 5" SDS NC RE T T rE 


seront liés entre eux non-seulement par les formules 


te 
L 


da'+b'b+cc"=0o, a'a+b'b+c'c=o, aa'+bb'+cc'= 


mais encore par la suivante 


(30) MH bLo—i, a+ be+ or, + be c'e 


(3) abc" — abc" + a'b'c — a'bc" + a"bc' — a"b'e = 1. 


Cela posé, pour obtenir les rotations moyennes du système de points ma- 
tériels donné autour des nouveaux demi-axes, il suffira d'opérer comme sil 

s'agissait d'une simple transformation de DER rectangulaires, et de 
remplacer en conséquence dans les valeurs de ®,%X, À déterminées par le 


système des formules (19) et (20), ou (2r) et (22), ou (23) et (24), 
non-seulement 


Ér Mm C 


par les trinômes 


aË + bn + ©, af + bn + c'T, a"E + bn + CT, 


mais encore les caractéristiques 


D., D,, D, 
par 


aD, + bD, + cD,, a'D, + b'D, + c'D,, a'D, + 6"D, + c'D 


Ainsi, en particulier, si l'on nomme 8 la rotation moyenne du système 


autour du demi-axe OA qui forme avec ceux des coordonnées positives des 
angles dont les cosinus sont 


CPEUTE 


| es 5 D 
cest-à-dire, si l’on désigne par ÿ une quantité dont la valeur numérique 
= 2 . . 
soit l’angle qui mesure cette rotation moyenne, en supposant d’ailleurs 
8 positif ou négatif, suivant que cette rotation moyenne s'exécute de droite 
à gauche ou de gauche à droite autour du demi-axe OA ; on aura 


(32) D = [ædr, 


æ étant ce que devient l'angle @ déterminé par l'équation (10) ou (25), 
quand on remplace dans cette équation 


", € 
par 
QE + bn + CE, a'E + bn Æ c'e, 
et 
LD; 
par 


d'D, + OD, + cD,, «D, + 0"D, + c'D.. 


En conséquence, la valeur de &, qui devra être substituée dans la formule 
(32), sera celle que déterminera l’équation 


(33) tang (@ + Tr) — 


tangr + [a D +0D,+CD:+(a De +0" D, + c"D,) tangr] (QE + by + c'e) . 
Cr+ [a D, + 0D, + CD, + (a"D, + 0"D, + c'D,) tang r] (a Ë EL by Leo 


Dans cette dernière équation, les six quantités 
(I ONE RENUC ANT HAE 


se trouvent liées les unes aux autres, et aux quantités a ,b, c, par les cinq 
dernières des formules ( 30), à l’une desquelles on peut substituer la for- 
mule (31). On pourra donc supposer cinq de ces quantités déterminées 
en fonction de la sixième, considérée comme constante arbitraire, et des 
cosinus &, b,c Mais la constante arbitraire dont il s’agit devra toujours 
disparaître de la valeur de ô que fournira l'équation (32). Car cette valeur 
de 8, ou la rotation moyenne du système de points matériels autour 
du demi-axeOA , ne pourra dépendre que de la direction de ce demi-axe, 
et par conséquent des cosinus a, b, c. 
Faisons voir maintenant comment on peut obtenir cinq des quantités 


! 
CAD AT CE DCE AT ARS 
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par exemple les cinq dernières, exprimées en fonction de la première a” 
etdea b;c. 
Remarquons d’abord qu’eu égard à la formule (31), la 3° et la 4° des 
équations (30) donneront 


(34) 1 bc'—b'c, b'=ca'—c'a, c'—= ab! — a'b. 


D'autre part, les deux premières et la dernière des formules (30) donne- 
ront non-seulement 


(b® + c*) (b® + c':) Le (bb! + CCE pu Jane at: 


et par suite 


bc'—b'c=+t(i—-a— TN 
mais encore 
bb'Lcc'=— ua; 


puis on en conclura 


(35) pr abate(i aa) 7 aa bti=a— at) 


b+ c° AT HRr AVUpIDE es 
Il ne reste plus qu’à substituer les valeurs précédentes de b' et de c' dans 
les formules (34), pour obtenir les cinq quantités 
be Ce a nr ci 
exprimées en fonction de 4, b, c et de a”. 


Au reste, 8 devant être indépendant de a/, on peut, dans le second 


membre de la formule (33), se borner à substituer non pas les valeurs 
générales des quantités 


b', TE a D c'e 


déduites des formules (34) et (35), mais les valeurs particulières qu'’ac- 
quièrent ces quantités, quand on attribue au cosinus a! une valeur par- 
ticulière, par exemple, quand on suppose 


Dans cette hypothèse , on tire des formules (34) et (35) 


] 
b° e! a" b" CRETE a 


TT —G+e)— ab Tac À bpe: 


ou, ce qui revient au même , eu égard à l'équation b?+c?=;1 a", 
à b' c' # b" c” 
(36) — = — = = + SHURLEIR, 
—C b 1— a  — ab — ac (1—a°)3 


—— 
ee 


* 


QSrS") 
Si l’on substitue les valeurs de 
Et c', a", b", c" 


tirées de cette dernière formule dans l'équation (33), en réduisant de 
plus a’ à zéro, on trouvera 


tang (@ +T) = 
(37) us FR cer cm nt a NE ee 
1+{0D,-—cD,+[D:—a(aD,+6D,+cD,)]tangr} Eee 


En conséquence, il suffit de joindre la formule (39) à la formule (32) 
pour obtenir la rotation moyenne du système de points matériels donné, 
autour d’un demi-axe quelconque OA, qui forme, avec les demi-axes des 
coordonnées positives, des angles dont les cosinus sont représentés par 
abs ci 

Si l’on adoptait, relativement aux demi-axes des coordonnées positives, 
une hypothèse contraire à celle que nous avons admise jusqu'ici, en sup- 
posant ces demi-axes disposés de telle manière que les mouvements de 
rotation exécutés de droite a gauche autour de ces demi-axes fussent dans 
les plans coordonnés des mouvements rétrogrades; alors la valeur de 6, 
déterminée par le système des formules (32) et (37), représenterait tou- 
jours , au signe prés, l'angle qui mesurerait la rotation moyenne du sys- 
tème de points matériels donné autour du demi-axe OA correspondant 
aux angles dont les cosinus sont a, b, € : mais cette quantité serait positive 
ou négative, suivant que la rotation moyenne dont il s’agit s’effectuerait de 
gauche à droite ou de droite à gauche autour du demi-axe OA. 

En terminant ce paragraphe, nous rappellerons la relation qui existe 
entre la dilatation ou la condensation du volume en un point donné, et 
les dilatations ou condensations linéaires principales mesurées en ce même 
point, suivant trois axes rectangulaires entre eux. Pour obtenir cette re- 
lation, considérons un tres-petit élément de volume compris dans le pre- 
mier état du système, sous une surface sphérique dont le rayon soit dé- 
signé par r, le centre étant le point O’, qui a pour coordonnées x, y, z. 


Dans le second état du système, la molécule #, qui occupait primitive- 


ment le point O, se trouvera déplacée et transportée au point O’, dont les 
coordonnées seront 


XHE, JHrn, 346; 
4x. 


(1 316) 
de plus, d’après ce qui a été dit précédemment, la sphère très-petite, dont 
le rayon était représenté par r, et le volume + par l'expression 


Lat4 
(38) Væ= ar, 


se trouvera sensiblement transformée en un ellipsoïde. En effet, soit m 
une seconde molécule située, dans le premier état du système, à la 
distance r de la molécule #, et nommons r+ p la nouvelle distance qui, 
dans le second état du système, sépare la molécule m de la molécule #. 


Si, en attribuant à rune valeur très-petite, on pose 
rHp—=(iHe)r, 


la valeur de € différera tres-peu de celle que fournit l’équation (15), et 
par suite la nouvelle distance r + p, se confondra sensiblement, en gran- 
deur comme en direction, avec le rayon vecteur rr d’un ellipsoide sem- 
blable à celui dont le rayon vecteur a été précédemment désigné par +. 
( Poir la page 310.) Donc le petit volume primitivement représenté par 
9 = Âqr 
3 

se trouvera transformé, dans le second état du système, en un autre 
volume Ÿ terminé par la surface courbe qu'engendrera un rayon vecteur 
dont la longueur, mesurée dans le sens du rayon vecteur +, se réduira sen- 


siblement au produit 
Te, 


et rigoureusement a un produit de la forme 
re (1+ i), 


i désignant une quantité qui deviendra infiniment petite avec r. 
D'ailleurs, si l’on nomme 


les dilatations linéaires principales, 


1e, 1e", 146" 


représenteront les trois axes principaux de l’ellipsoïde qui a pour rayon 
vecteur v. Par suite, les valeurs de cet ellipsoïde et de l’ellipsoïde sem- 
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blable, qui aura pour rayon vecteur le produit rp, seront respectivement 
: z(itel) (Gite) (ie), 
rte) (ie) (ie). 


D'autre part, il suit du théorème 9 de la Note précédente, que le rapport 
entre les volumes 


waupet Tr (a+ 8!) (ie) (14e) 
engendrés par deux rayons vecteurs 
rr(i-+i) et re, 


qui, dans le second état du système, tournent simultanément autour de 
la molécule #, de manière à offrir des longueurs variables avec leur di- 
rection commune, est une moyenne entre les diverses valeurs qu’acquiert 
successivement le cube 


(iR'aE 


du rapport de ces rayons vecteurs. On aura donc 


(30) = der!) (ie) (ie) (1), 


: désignant une quantité moyenne entre les diverses valeurs de i, par con- 
séquent une quantité qui deviendra infiniment petite avec r et à. Soit 
maintenant v la dilatation du volume mesurée, dans le second état du sys- 
tème, au point occupé par la molécule m. Cette dilatation ne sera autre 
chose que la limite dont le rapport 


© 


j 


© 


s’approchera indéfiniment pour des valeurs numériques décroissantes de r 
et de 1. Or, comme on tirera des formules (38) et (39) 


© 
_ = (ike')(i+e")(G+e”) (1 )$, 


on en conclura, en passant aux limites, 


(4o) itu—=(ite)(i+e") (He) 
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Telle est en effet la relation générale qui existe entre la dilatation du vo- 
lume et les dilatations linéaires principales 


$ II. Formules relatives aux changements de forme infiniment petits que peut subir 
un système de points matériels. 


Les diverses formules obtenues dans le premier paragraphe se simpli- 
fient lorsque le changement de forme du système de points matériels 
donné devient infiniment petit, ou plutôt, lorsque le changement de forme 
est assez petit pour que l’on puisse négliger les puissances supérieures et 
les produits des déplacements moléculaires et des quantités du même 
ordre, par exemple, des dérivées de ces déplacements et des dilatations 
linéaires. Alors la formule (15) du $ I”, réduite à 


ea D,£ + b*D,n + cD,C 
D À Be (De + Din) + ca(DEÆ DLE) + ab (Din+ DE), 


ou, ce qui revient au même, à 
(2) e = (aD, + bD, +cD.) (aË+bn+ ec), 


fournira une valeur très-simple de la dilatation linéaire mesurée suivant 
une droite qui formait primitivement avec les demi-axes des coordonnées 
positives des angles dont les cosinus étaient 4, b, c. Il est important d’ob- 
server que, dans le cas où elle devient négative, la dilatation & représente 
une véritable condensation prise avec le signe —. La formule (1), en vertu 


ï , d \ 2 
de laquelle - représente, au signe prés, le carré du rayon vecteur d’une 


surface du second degré, entraîne immédiatement le théorème suivant , 
déjà énoncé dans le 2° volume des Exercices de Mathématiques. 


1 Théorème. Supposons que, par l'effet d’une cause quelconque, un sys- 
tème de points matériels passe d’un état naturel ou artificiel à un second 
état très-peu différent du premier, et qu'à partir d’un point donné # de ce 
systeme on porte, sur chacun des demi-axes aboutissants au même point, 
une longueur égale à l'unité divisée par la racine carrée de la conden- 
sation linéaire mesurée suivant le demi-axe que l’on considère. Cette lon- 
gueur sera le rayon vecteur d’un ellipsoide qui aura pour centre le 
point m, et dont les trois axes correspondront à trois dilatations ou con- 
densations principales. Quant aux autres dilatations ou condensations, 
elles seront symétriquement distribuées autour de ces trois axes. Dans 
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certains cas, l’ellipsoïide dont il s’agit se trouvera remplacé par deux hyper- 
boloïdes à une nappe ou à deux nappes, qui, étant conjugués l’un à l’autre, 
auront le même centre avec les mêmes axes, et seront touchés à l'infini 
par une même surface conique du second degré. Ces cas sont ceux où il y 
aura, autour du point donné, dilatation dans un sens, condensation dans 
un autre. Alors la surface conique dont il s’agit séparera la région dilatée, 
qui correspondra au premier hyperboloïde, de la région condensée, qui 
correspondra au second, et les génératrices de cette surface conique in- 
diqueront les directions suivant lesquelles il n’y aura ni dilatation, ni con- 
densation. Ajoutons que, parmi les condensations ou dilatations princi- 
pales, on rencontrera toujours, si le corps est dilaté dans tous les sens, 
ou condensé dans tous les sens autour du point #, un maximum et un 
minimum de dilatation, ou bien un maximum et un minimum de conden- 
sation; ou, si le contraire arrive, une dilatation minimum avec une con- 
densation maximum. 

Il peut arriver que les trois dilatations ou condensations principales, 
ou au moins deux d’entre elles, deviennent équivalentes ou se réduisent 
à zéro. Alors, l’ellipsoide et les hyperboloïdes mentionnés dans le théo- 
rème précédent, deviennent des surfaces de révolution ou des cylindres, 
et peuvent même se réduire à une sphère ou à un système de deux plans 
parallèles. Ainsi, en particulier, lorsque le système de points matériels 
donné est dilaté dans tous les sens ou condensé dans tous les sens, et que 
les dilatations ou condensations principales sont équivalentes , l’ellipsoïde 


se change en une sphère, et la dilatation ou condensation reste la même 
dans toutes les directions autour du point 5. 


Si de l'équation (1) on tire successivement les trois valeurs de la dilata- 
tion & correspondantes à trois demi-axes rectangulaires, qui forment avec 
les demi-axes des coordonnées, des angles dont les cosinus soient 


a, b, cf Fe De Ci di bi cc, $ 
on obtiendra pour ces trois valeurs les trois polynômes 

a? D,£ + b? Din + cD:c 

+ bc (DC +D,n) + ca (D,.Ë + DC) + ab (D,n + D,E£), 
a! D,£ + b''D,1 + c''DQ 

+ B'e'(D,E + Din) + c'a (DE + D.E) + ab (D.n + D,É), 
a": D,£ + b''a D,n + c''D.C 

+ D'C"D,C + D,n) + c'a"(D. £ + D.) + a"b"(D,n + D,£); 


(830 


et par suite, en ayant égard aux formules 


+ a+ a—=;,b+br + be 1, He Los, 


(5) bc + b'c'+ b'c"= 0, ca + c'a' + c'a= 0, ab+ a'b'+ a"b'=0, 


on reconnaîtra que la somme de ces trois valeurs se réduit à 
D.£ + Din + DC. 


D'ailleurs les dilatations linéaires principales &', &”, «"” correspondent à 
trois axes rectangulaires entre eux. On peut donc encore énoncer la pro- 
position suivante. 


2° Théoreme. Les mêmes choses étant posées dans le premier théorème, 
la somme des dilatations linéaires mesurées en un point donné, suivant 
trois directions qui, dans le premier état du système, étaient rectangulaires 
entre elles, restera toujours équivalente à lasomme des dilatations linéaires 
principales &’, €”, e"”, déterminée par la formule 


(&) Hé 4e = DE + Din + DE. 


Lorsqu’en considérant les déplacements moléculaires et, par suite, les 
dilatations comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on 
néglige, dans les diverses formules, les infiniment petits d’un ordre supérieur 
au premier, l’équation (40) du ( I“ donne simplement 


(5) u— € He He, 

puis de celle-ci, combinée avec la formule (4), on tire 
(6) u = D,£ + D, + D.i. 
On peut donc énoncer encore la proposition suivante. 


3° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le premier théo - 
rème , la dijatation du volume en chaque point sera équivalente, non-seu- 
lement à la somme des dilatations linéaires principales, mais aussi à la 
somme des dérivées qu'on obtient lorsque les déplacements moléculaires, 
mesurés parallèlement aux axes coordonnés des x, y,z, sont différentiés, 
le premier par rapport à x, le deuxième par rapport à y, le troisième par 
rapport à Z. 

Concevons maintenant que, les déplacements moléculaires étant toujours 
considérés comme infiniment petits du premier ordre, onnéglige les quan- 
tités infiniment petites du second ordre ou d’un ordre supérieur, dans les 
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formules du $ I* qui déterminent, soit la rotation d’un axe autour d’une 
molécule donnée #1, soit la rotation moyenne du système autour des demi- 
axes menés par cetie molécule, parallèlement aux demi-axes des coordon- 
nées positives, ou même parallèlement à des demi-axes quelconques. On 
pourra, dans les formules (16), (17) du $ I“, réduire le binôme 1 + € à 
l'unité, et, par suite, on tirera de ces formules, jointes à l'équation (ro) 
du même paragraphe, 


d® = [(aD, + bD, + cD,) (b£ — cn)F 
(7) + [(aD, + 6D, + cD.) (CE — at); 
+ [(aD, + 0D, + cD,) (a£ — bn}. 


Cette dernière équation déterminera immédiatement la rotation infiniment 
petite qu’exécutera, en se déformant, autour de la molécule #, un demi- 
axe dont la direction primitive formait , avec les demi-axes des coordonnées 
positives , les angles correspondants aux trois cosinus @, b, c. 

Quant à la rotation moyenne du système autour d’un demi-axe mené par 
la molécule #, parallèlement au demi-axe des x positives, elle se déduira 
immédiatement des équations (19) et (20) [S I*], dont la première donne, 
quand on néglige les infiniment petits du second ordre et d’un ordre 
supérieur, 


(8) We 


\ 


(eos TD, + sin TD,) (£ cos Tr — nsinr) 


— cos TD,7 — sin*rD,n — sinr cos Tr D,1 — D,/), 
ou , ce qui revient au même, 
(9) 2=x D— D,n) + 3 (D, + D,n, cos 27 — + (D,1 — D.) sin 2. 


Cela posé, comme on a généralement 


y O 


27 2m , 
1 CONTES 1h sin 2TdT = 0, 
o 


la formule (20) du ( I” donnera 

æ — ; (D, — D,1). On aura de même 
(ro) 6 — (D,£ N. De 
7 = 2(D,n — D,Ë). 


vI— vI- 


Telles sont les valeurs de a, 6,7 qui, dans l'hypothèse admise, se dédui- 
ront des formules (20), (22), (24) du $ I. En conséquence, on pourra énon- 
cer la proposition suivante. 
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4° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le premier théo- 
rème , les moitiés des trois binômes 


D, C — 17e D Fe à ju Den — D,£ 


représenteront les rotations moyennes qu'exécutera le système de points 
matériels donné autour de trois demi-axes menés par la molécule #, paral- 
lèlement aux demi-axes des coordonnées positives, c’est-à-dire qu'elles re- 
présenteront les trois angles infiniment petits qui mesureront ces rotations 
moyennes dans trois plans parallèles aux plans coordonnés, chacun de ces 
angles étant pris avec le signe + ou avec le signe —, suivant qu’il pourra 
être considéré comme décrit par un rayon mobile,en vertu d’un mouvement 
de rotation direct, ou en vertu d’un mouvement de rotation rétrograde. 
Si on cherchait la rotation moyenne exécutée par le système de points 
matériels, non plus autour d’un demi-axe parallèle à celui des x positives, 
mais autour d'un demi-axe qui formerait, avec ceux des coordonnées po- 
sitives , les angles correspondants aux cosinus à, b, c; il faudrait à la for- 
mule (20) du $ I°’ substituer la formule (32) du même paragraphe, en sup- 
posant la valeur de æ déterminée par la formule (33); ou, ce qui revient 
au même, il faudrait remplacer, dans la premiere des équations (10), æ 


par 8, 


1190 
par 
Q'E + bn + c'E, a"E + bn + c'E, 
et 
DT UD) 
par 


a'D, + ÉD, +c'D,, "D, + BD, + c'D.; 


les cosinus 
CO PACEIITENG PUCES 


étant d’ailleurs liés entre eux et avec les cosinus 

ANT TC 
par les formules (30), (31) du $ I. Or, comme on aura dans ce cas 
Qu) "bc" — be = a, cd — cab, dat" — Gb — 0e, 


on trouvera, en opérait comme on vient de le dire, 


(2) 8 = F(D,S — Din + É(DE — D.E) + (Den — DE) 
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Lorsque les mouvements directs de rotation, exécutés autour de l’origine 
dans les plans coordonnés par des rayons vecteurs mobiles, sont en même 
temps, comme on l’a supposé jusqu'ici, des mouvements exécutés de droite 
à gauche autour des demi-axes des coordonnées positives, la valeur de 8, 
déterminée par la formule (12), est positive ou négative suivant que la ro- 
tation moyenne du système de points matériels, autour du demi-axe corres- 
pondant aux cosinus à, b, c, s'effectue de droite à gauche ou de gauche à 
droite. Donc la valeur de ÿ, déterminée par la formule (12), représente 
l'angle infiniment petit qui sert de mesure à cette rotation moyenne, pris 
dans le premier cas avec le signe +, dans le second cas avec le signe —. 
De l’équation (12) jointe aux formules (10), on tire 


(13) 8 — aa + DE + cy. 
On a d’ailleurs identiquement 
(aa + bE + cp) + (by — C6) + (ca — ay} + (cé — ba) 
= (as + D + c'(at + 6 + y). 
Donc, eu égard à l'équation (13) et à la formule 


a OMC 


on trouvera 
(14) + (by — cbY + (ce — ay) + (a6 — ba) = a + 6 +. 


En vertu de cette dernière équation, la valeur numérique de 0 deviendra un 
maximum lorsqu'on aura 


by — cé — 0, ca — ay — 0, a6 — ba = 0; 
par conséquent 


(15) 


es 
nt 


R IS 


Da Ag k 


b 
€ RE 
(Ces Es tte 9) 


19 


D'autre part on tirera des formules (13) et (15) 
(16) RTE SN ER IN ISS BAL SE 


Si, pour fixer les idées, on réduit le double signe au signe +, l'équation 
(16) fournira précisément le maximum de la rotation moyenne exécutée 
par le système de points matériels autour d’un demi-axe aboutissant à la 
molécule m. Ce maximum est ce que nous appellerons la rotation moyenne 


42, 
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principale ; si on le désigne par ©, on trouvera non-seulement 


af 
2 


(17) = (&# +6 + )°), 
mais encore, en vertu de la formule (13), 

LE EAU Er 
(18) a — ©’ b RES CU {o: 


Ces dernières équations détermineront les cosinus à, b, c des angles formés 
avec les demi-axes des coordonnées positives par le demi-axe autour duquel 
s’exécutera de droite à gauche la rotation moyenne principale. 

Concevons maintenant qu’à partir de la molécule x, on porte une lon- 
gueur représentée par la rotation moyenne principale snr le demi-axe au- 
tour duquel s'exécute de droite à gauche cette rotation moyenne. Les pro- 
jections algébriques de cette longueur sur les axes de x, y, z seront 
évidemment représentées par les produits 


Oa, Ob, ®©c, 


les valeurs des cosinus a, b, c étant celles que fournissent les équations 
(18), ou, ce qui revient au même, par les quantités 


a, 6, y 


que déterminent les équations (10). D'ailleurs, en vertu du 4° théorème, 
ces mêmes quantités 


a, 6,7 


représenteront aussi les rotations moyennes du système de points matériels 
autour de trois demi-axes menés par la molécule #, parallèlement à ceux 
des coordonnées positives. On pourra donc énoncer encore la proposition 
suivante. 


5° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 1‘ théorème, 
si la rotation moyenne principale qui correspond à la molécule est repré- 
sentée par une longueur portée, à partir de cette molécule, sur le demi- 
axe autour duquel cette rotation s'effectue de droite à gauche, les projections 
algébriques de la même longueur, sur les axes des x, y, 3, représenteront 
les rotations moyennes du système autour de trois axes parallèles menés 
par la molécule 1. | 


Concevons à présent que les quantités a, b,c cessent de se confondre 


avec-les trois ra pports 


et représentent les cosinus des angles formés avec les demi-axes des coor- 
données positives par un demi-axe distinct de celui autour duquel s'effectue 
de droite à gauche la rotation moyenne principale. Le cosinus de l’angle 
compris entre ces deux demi-axes sera, d’après une formule connue, 


æ ( y 
ds bre uG'e: 


D'ailleurs, en multipliant ce cosinus par ©, on obtiendra pour produit le 
trinôme 
at + b6 + cy; 

et ce trinôme, en vertu de la formule (12) ou (13), représentera la rotation 
moyenne autour du nouveau demi-axe, c’est-à-dire l'angle qui mesurera cette 
rotation moyenne, pris avec le signe + ou le signe —, suivant que cette 
même rotation s'effectuera de droite à gauche ou de gauche à droite, au- 
tour du demi-axe dont il s’agit. On pourra donc encore énoncer la propo- 


sition suivante. 


6° Théorème. Tes mêmes choses étant posées que dans le 1°* théorème ; 
si la rotation moyenne principale qui correspond à la molécule w est repré- 
sentée par une longueur portée à partir de cette molécule sur le demi-axe 
autour duquel cette rotation s'effectue de droite à gauche, la rotation 
moyenne autour d’un autre demi-axe sera le produit de la rotation moyenne 
principale par le cosinus dé l'angle compris entre les deux axes. 


Corollaire. Si le nouveau demi-axe est perpendiculaire au premier, Le co- 
sinus de l’angle compris entre eux s’évanouira, et par suite on pourra en dire 
autant de la rotation moyenne effectuée autour du nouveau demi-axe. Si 
au contraire l’angle compris entre les deux demi-axes est aigu ou obtus, 
le cosinus de cet angle sera positif dans le premier cas, négatif dans le se- 
cond, en même temps que la rotation moyenne dont il s’agit. Donc cette 
rotation s'effectuera, dans le premier cas, de droite à gauche;'dans le second 
cas, de gauche à droite. Cela posé, comme le produit d’une longueur me- 
surée sur une droite par le cosinus de l’angle que forme cette droite avec 
une autre , représente toujours au signe près la projection de la longueur 
sur la nouvelle droite, le 6° théorème entrainera évidemment la proposition 


suivante. 
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-° Théoreme. Les mêmes choses étant posées que dans le 1 théorème, 
si la rotation moyenne principale qui correspond à la molécule # est repré- 
sentée par une longueur portée, à partir de cette molécule, sur le demi- 
axe autour duquel cette rotation s'effectue de droite à gauche; la rotation 
moyenne autour d’un demi-axe quelconque sera représentée au signe près 
par la projection de la rotation moyenne principale sur ce demi-axe : par 
conséquent , elle s’évanouira si le nouveau demi-axe est perpendiculaire au 
premier. Dans le cas contraire, elle s'effectuera de droite à gauche ou de 
gauche à droite, suivant que l’angle compris entre les deux demi-axes sera 
positif ou négatif. 

L'interprétation que nous avons donnée de la formule (12), et les théo- 
rèmes que nous venons d'en déduire, supposent les demi-axes des coordori- 
nées positives tellement disposés que les mouvements de rotation, exécutés 
de droite à gauche autour de ces demi-axes, soient, dans les plans coor- 
donnés , des mouvements directs. Dans l'hypothèse contraire, la valeur de 
4, déterminée par la formule (r2), serait positive ou négative suivant que 
la rotation moyenne, représentée par la valeur numérique de 8, s’exécute- 
rait de gauche à droite, ou de droite à gauche, autour du demi-axe corres- 
pondant aux angles dont les cosinus seraient a, b, c; et alors, dansles énon- 
cés des théorèmes 5,6,7, les mouvements de rotation de droite à gauche de- 
vraient être remplacés par des mouvements de rotation de gauche à droite. 

Après nous être spécialement occupés des rotations moyennes, revenons 
à la formule (8), qui détermine simplement la rotation @ exécutée autour 
du demi-axe des x positives par un demi-axe primitivement renfermé dans 
le plan des y,z. En vertu de cette formule, la valeur numérique de la ro- 
tation ® sera équivalente à l’unité divisée par le carré du rayon vecteur de 
l’unedes courbes du second degré, tracées dans le plan des y, z, de manière 
que leurs coordonnées courantes y, z vérifient les équations 


(19) DE — Din — yz (D,n — D,0 = 1, 
(20) VD, — 2 Den — yz (D,n — DC) 


Or il arrivera toujours nécessairement, où que l’une de ces deux courbes 
sera une ellipse, l’autre étant imaginaire , ou que les deux courbes seront 
deux hyperboles qui offrent le même centre et les mêmes asymptotes avec 
des axes réels perpendiculaires entre eux. Le premier cas sera celui où, en 
se déformant, les axes, primitivement renfermés dans le plan des y, z, tour- 
neront tous dans le même sens autour du demi-axe des x positives. Comme 
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d’ailleurs celui-ci peut être un demi-axe quelconque, il est clair que la for- 
mule (8) entraînera la proposition suivante. 


8° Théorème. Le mêmes choses étant posées que dans le 1° théorème, 
portons, à partir de la molécule #, sur chacun des demi-axes aboutissants à 
cette molécule et renfermés dans un même plan, une longueur équivalente 
à l'unité divisée par la racine carrée de la rotation très-petite qu’exécute, en 
se déformant, le demi-axe que l’on considère autour d’une droite perpen- 
diculaire au plan. Cette longueur représentera le rayon vecteur d’une el- 
lipse qui aura pour centre la molécule w, et dont les deux axes, grand et 
petit, correspondront , si toutes les rotations s’exécutent dans le même 
sens, le premier à la rotation dont la valeur numérique sera un minimum, 
le second à la rotation dont la valeur numérique sera un maximum. Si 
au contraire les rotations s’exécutent les unes dans un sens, les autres 
en sens contraire; l’ellipse se trouvera remplacée par deux hyperboles qui, 
étant conjuguées l’une à l’autre, auront pour centre commun [a molé- 
cule #, et qui offriront les mêmes asymptotes avec des axes réels, perpen- 
diculaires entre eux. Alors ces axes réels correspondront à deux rotations ef- 
fectuées en sens contraires, et dont chacune sera un minimum, abstraction 
faite du signe; tandis que les directions des asymptotes répondront à deux 
demi-axes dont les rotations s’évanouiront. 

Il est facile de déterminer analytiquement les deux rotations mentionnées 
dans le 8° théorème, et dont chacune offrira une valeur numérique maxi- 
mum ou minimum. Si, pour plus de commodité, le plan dans lequel sont 
renfermés les demi-axes que l’on considère, est pris pour plan des y, 2, 
la rotation trés-petite @, exécutée par un de ces demi-axes autour d’une 
perpendiculaire au plan, sera, comme nous l'avons expliqué, déterminée 
par la formule (8), ou, ce qui revient au même, par la formule (9). Donc 
cette rotation deviendra un maximum où un minimum, lorsqu’à la formule 
(9) on joindra la suivante 


(21) D:9 = 0, 
de laquelle on tirera 


cos 27 sin 2r À 
D D RDS DEA et DO 
: LP EL ; LCD,£ + Der) + (Dyn — DE) T 


Donc les deux rotations, dont chacune offrira, pour valeur numérique, un 
maximum où un minimum, seront les deux valeurs de @ que déterminera 
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la formule 


ii 
2 


(23) p—3(D,f — Dir) Æ , [(D,C + Dan + (D,r—D,c}T. 


D'ailleurs ces deux valeurs seront des quantités affectées du même signe, si 
toutes les rotations s’exécutent dans le même sens,et de signes contraires, si 
cette condition n’est pas remplie; mais dans tous les cas la rotation moyenne 


a = ;(D,£ — D,r) 


représentera la demi-somme des valeurs de ® données par l'équation (23). 
On peut donc énoncer la proposition suivante. 


0° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 8° théorème, 
les deux rotations, dont chacune offrira une valeur numérique maximum 
ou minimum, fourniront une demi-somme précisément égale à la rotation 
moyenne. 

Si, en considérant les rotations exécutées par les divers demi-axes que 
renferme un même plan autour d’une droite perpendiculaire à ce plan, on 
cessait de faire coincider ce plan avec le plandes y, z, et la droite avec l’axe 
des x, les deux rotations, dont chacune offrirait une valeur numérique 
maximum où minimum, seraient fournies non par l'équation (23), mais par 
une formulenouvelle, que l’on pourrait aisément déduire de cette équation. 
En effet, nommons &æ ce que devient la rotation @ quand on remplace 
le demi-axe des x positives par le demi-axe qui forme avec ceux des coor- 
données positives des angles dont les cosinus sont 


a, bc 
et Su OSOns 
PP / b! (4 "7 b" (72 
& , CS QEUY, 10 


liés aux cosinus a, b, c par les formules (30) et (31) du $ £. Pour obtenir 
l'équation qui déterminera le maximum ou le minimum de &, il suffira évi- 
demment de remplacer, dans la formule (23), 


n, © 
par 
d'é + bn + CT, àa"E + bn + c'e, 
et 
DL 
par 


d'D, + b'D, + c'D, a"D, + b"D, + c'D.. 
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Lr, en opérant ainsi, on obtiendra, au lieu de l’équation (23), la suivante 


(24) Ce A Mme À 


la valeur de 4 étant toujours déterminée par la formule (12), et la valeur 
de x par celle-ci : 


(25) 4=[(aD,+40D,4c'D,) (a"Ë+ b"y+c"6)+(a"D,+8"D,+c"D,) (a'£ + b'y+ c'E)T 
+ [(a'D,40'D,+c'D,) (a E4 0 y+4c 0) —(a"D,+0"D,+c"D,)(a"E +b"n+c"0)]". 


D'ailleurs, en vertu des formules (3), on a 


(aD; + DD, + cD,) (aë + bn + cê) 
+ (a D,+ D, + c'D,) (QE + d'y + c'E) + (a D, + b'D,+ c'D,) (QE + b'y + c'È) 
== D2£ + D,» — 13 Fa 


puis on en conclut, eu égard aux équations (2) et (6), 


(a D,+0'D,+ 0 D,) (a+ bn + d'E) + (d'De+ b"D,+ € D.) (4'Ë + by + ct), 


URL 


et par suite 


[ta De+0D,+ c'D,) (a'Ë + bn + €) — (a"De+6"D,+ c'D,) (a'E + bn + c'E)]e 
—(v—5)"—{4[(a D, 6 D,+ c'D,) (a'Ë+ bat c'e I[(a" D, +0"D, + c'D,) (a Ë + bn c'E)]. 


Donc la formule (25) donnera 


(26) fe? = {v — 1) 
LL [(a D,+0'D,+ c'D,) (a'Ë + by + c'e) + (a De DD, + c'D,) (a Ë + + c'e): 
— f(a D,+8' D,4- c' D.) (d'Ë + bn + c'E)] [(a"D,+ 0'D, à c'D,) (a "EH bn + c'E)]. 
On trouvera d’ailleurs 
(a D, + b'D, + c D) (a"£ +- bn + c'È) + (a"D; + 0"D, + c'D,)(aE£ + b' + c'€) — 
2@'a"D,E + 20'0'D,1 + 2c'c"DÈ 
+ (be! + be) (D,E + Din) + (c'a"+ c'a') (DE + De6) + (a0"+ a"b") (Dar + D,É), 
(a D, E - b'D,» + ceC) (a'E + D'y + c’ (@) — 
aD,E + DD + de DE + De (D,E + Din) + ca (DE + Den) + d'0 (Der + D), 
(a" D, Ë + b"D, » + c'D.0) (ae + b' L c ê) — 
a" D, Ë TL b"2 D,» LE ç"° D,é + b"c" (DFE Le D,») + c'a" (D:Ë + D,#) + ab" (D,1+ D, Ë); 


et par suite, en ayant égard aux formules (3) et (11), on reconnaïtra que, 
dans le développement de la somme qui, ajoutée au terme (y—c)*, complète 
ja valeur de 4x°, les carrés et les doubles produits des six quantités 


BE D, 1, Die D,C hi Dr, D.£ He 19 ET 4 D, + D?e 
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ont pour coefficients des sommes de l’une des formes 


(aa) — faa® — 0, (abb'} — 4bb —o, (acc) — 4e * — 0, 
(b'c" + b'e> — Gb'c'b'e" = (b'e" — b'c')} — a, etc., 
(2b/b") (c'e) — 2 (b'2c"2 + bc?) = — 2 (b'c" — b'c} —=— 24, etc., 
(c'a" + c'a') (a'b" + a"b'] —- 2a'a"(b'e" + 6"c') = (c'a"— c'a)(a'b"— a"b') = bosete., 
2a a" (b'e"+- bc’) — 2 (a°°b'c" + abc) =— 2 (c'a" + c'a') (a b'+ a" b)=— 2bc;etc:, 
oaa"(c'a" + c'a') — 2a/a" (c'a" + c'a) = 0, etc. 
Cela posé, la formule (26) donnera 
(27) ge = (u —:) 
+ a [(D,E + D;r) — 4D,n D,£] 
+ 6* [(D.Ë + D.) — 4D,2 D.£] 
. + [Den + D,ÉŸ — 4D,6D, »] 
— 20C[(D,£ + D,0 (D,n + D,£) — 2D,£ (D,C + D,1)| 
— 2Ca[(D,n + D,Ë)(D,C + D,n) — 2D,n (D,Ë + D.0)] 
— oab[(D,£ + Dr) (D,£ + D,£) — 2D,C (D,n + D,£)]. 


Si l’on pose dans la formule (27) 


4 —= 1, Doi C'—"O; 
on en tirera 


4e = (uv — €} + (DS + D,#) — 4D,n D,f, 
la valeur de y — € étant 


u—e— uv — D,£ = D,1 + D, 
et par suite 


fe = (D,£ + Dr} + (D,n — Dé), 
«= 2 [(D,5 + Din + (Dr — DC} T. 
De plus, dans la même hypothèse, la formule (13) donnera 
f—a@œ = +(D,È — D,»). 


Done la valeur de &, déterminée par l’équation (24), se trouvera réduite, 
comme on devait s’y attendre, à la valeur de @ déterminée par la for- 


mule (23). 
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RECHERCHES 


SUR LES 


INTÉGRALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 


AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


Les intéprales des équations linéaires aux dérivées partielles jouissent de 
diverses propriétés dignes de remarque et spécialement utiles pour la solution 
des problèmes de physique mathématique. Telles sont, en particulier, celles 
que Jj'établirai dans ce Mémoire. 


ANALYSE. 


$ I. Sur quelques propriétés générales des intégrales qui vérifient les équations linéaires aux 


dérivées partielles et à coefficients constants. 


Comme je l'ai remarqué dans le Mémoire sur lapplication du calcul 
des résidus aux questions de physique mathématique, si l'on désigne par 
u, v deux fonctions données de la variable x, et par #7 un nombre entier 


quelconque, on aura 
(x) pDu — u(— D,)"e = D,X, 
x désignant une fonction entière de 
Le SEE ME D RE LI Ven AN LIENS 
déterminée par la formule 


(2) a 17, D DS te D ae 2) a DE es 


43. 
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En conséquence, si l'on nomme F(x) une fonction entière de x, on aura 
sénéralement 


(3) pF(D,)u — uF(— D,)v = D,X, 


% désignant encore une fonction entière des quantités w, v, et de plusieurs 
de leurs dérivées relatives à æ. Il y a plus; si l'on désigne par w, v, deux 
fonctions quelconques des deux variables x, y, et par m, n, deux nombres 
entiers quelconques, alors, en remplaçant dans la formule(r), 1° x par Du; 
>° m par n, æ par y, et v par (— D,)"v, on tirera successivement de 
cette formule 


PDD;u— D'u(— D,}"v =D, x>x, 
D'u(—D,}"o—u(— D.) (-D,) v =D,5, 


et par suite 
(4) PD'D'u—u(—D,)"(—D,)v=D,X+D,3, 


X, Ÿ désignant deux fonctions entières des quantités & et » et de plusieurs de 
leurs dérivées relatives à x et à y ; puison en conclura généralement, quelle 
que soit la fonction entière de x et de y, représentée par F (x, y), 
(5) vF(D,,D,)u—uF(—D,;,—D,)v=D,Xx+D,9, 

x, 3 désignant encore deux fonctions entières des quantités #, v et de leurs 
dérivées relatives à x età y. Enfin, si l'on représente par w, v, deux fonc- 
tions quelconques des variables x, y,2z,..., et par F(æ,y,2,...)une fonction 
entière quelconque de ces mêmes variables, on trouvera généralement 


6 0F(D,,D,,D,,...)u—uF(—D,,—D,,-D,,..)v 
=D,X+D,3+D;X% + etc... 

X, 3, &,... désignant encore des fonctions entières des variables 4, 0, æ,... 

et de leurs dérivées relatives à x, y, z,... Ajoutons que, si l'on nomme m le 

degré de la fonction entière de x, y, z,... représentée par F(x,7,2,...), les 


fonctions 


seront composées de termes dans chacun desquels les ordres des dérivées de & 


(33) 


et de y relatives à x, Y,Z,...se trouveront représentés par des nombres 
dont la somme sera égale ou inférieure à m— 1. 

On déduit aisément de l'équation (6) (”), diverses propriétés remarqua- 
bles des intégrales des équations linéaires, par exemple celles que fournis- 
sent les théorèmes suivants. 


Théorème. Nommons F(x, y, z,...) une fonction entière des 
variables x, y, z,.... Supposons d’ailleurs qu'une fonction x de ces va- 
riables ait la double propriété de vérifier généralément l'équation aux déri- 
vées partielles 


(7) PCDS MOSS DE ATEN" ON 


LS 


et de s'évanouir, 1° quels que soient y, 3,... pour chacune des valeurs de x 
représentées par æ,, À; 2° quels que soient x, z,... pour chacune des va- 
leurs de y représentées par y, F'; 3° quels que soient x, y,.., pour chacune 
des valeurs particulières de z représentées par z,, Z,....ÆEnfin, nommons y 
un fonction quelconque des variables x, y, z,.... On aura généralement 


(8) fi IE je MD D NN de el 


Démonstration. Eu effet, dans l'hypothèse admise, on aura 


fi Dax dx +0 [2,3 4y7=0, IRL o, etc. ; 
Lo Yo Zo 


puis on en conclura } 


Fe 1 Ii (D, x + D, Ÿ + D, & + …).. didydx Eye 
To Yo Zo 


et par suite l'équation (6), jointe à la formule (7), donnera 


fes 1 ie uF(—D,, —D,, —D,,...)v...d:dy dx 
Yo Z 
ALP RC Z 
je j (D, x ÆD,3 + D,% +.) ddy dx — 0. 
To Yo Zo à 


(*) J'aurais voulu pouvoir comparer les résultats auxquels je parviens ici avec ceux que 
M.Ostrogradsky avait obtenus dans un Mémoire où il avait établi quelques propositions générales 
refatives à l’intégration des équations linéaires aux dérivées partielles. Mais, n'ayant qu'un 
souvenir vague de ce Mémoire, et ne sachant pas s’il a été publié quelque part, je me trouve 
dans l'impossibilité de faire cette comparaison. 
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Corollaire. A la rigueur, pour que l'équation (8) se déduise de la for- 
mule (7), il suffira que des fonctions représentées par X, 9, #,.., dans la 
formule (6), la première X reprenne la même valeur pour x = X,, et pour 
æ = X; que la seconde Ÿ reprenne la même valeur pour y = 70; et pour 
J = Ÿ; que la troisième * reprenne la même valeur pour z — % et pour 
Z = Z; etc. 


2° Théorème. Supposons que F(x, y, z,...) représente une fonction en- 
tière et du degré m des variables x, y, 3, Soient de plus w, deux fonc- 
tions de x, y, 2,..., propres à vérifier les équations aux dérivées partielles 


(9) Et DD MO En: 
(ro) F(—D,,—D,,—D,,..)v=— bv, 

a, b étant deux quantités constantes. Si les fonctions désignées par 
X, 3, *,….. dans la formule {6) reprennent les mêmes valeurs, la première 
pour x = x,etpour x — X; la seconde pour y = y, et pour y = F; la 


troisième pour z = Z, et pour z = Z;...,on aura, en vertu des équations (9), 
(10), jointes à la formule (6), 


(11) (a — b) de 11e ji UV AY AUS 0. 
0 Jo Zo 


Par suite, on trouvera 


XP TMRZ 
(12) cl l f 4%. di did =lo, 
To Yo Zo 


excepté dans le cas où l’on aurait 
(13) ba 


Démonstration. En effet, dans l'hypothèse admise, on tirera de l'équa- 
tion (6), jointe aux formules (9) et (10), 


(a — bjuv =D,x + D,5 + D,X + etc.; 


jsuis, en intécrant par rapport à æ. y. z. les deux membres de cette der- 
| ? O Ï P ° 7 9 , 
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nière multipliés par le produit ..: dzdy dx, on trouvera 


(a — o) f° 15 fi seuv. dsdy de = 
To Yo Z0 


IE 1 fax + D,3 + D,x +...) ds dy dx — o. 


1 Corollaire. Les conditions relatives aux fonctions X, Ÿ, &,... seront 
évidemment remplies , si ces fonctions s’'évanouissent chacune pour les deux 
limites de l'intégration qui se rapporte à la variable correspondante x, ou y, 
ou z,.. C’est ce qui arrivera en particulier si, d’une part, la fonction x et 
ses dérivées d’un ordre non supérieur à m!, d'autre part, la fonction # et ses 
dérivées d’un ordre non supérieur à m” s'évanouissent, 1° pour chacune des 
valeurs de x représentées par x,, À; 2° pour chacune des valeurs de y 
représentées par JL; 3° pour chacune des valeurs de z représentées 
par z, Z; etc., m!', m” étant d'ailleurs deux nombres entiers, assujettis seule- 
ment à vérifier la condition 


NS PI LAN 


2° Corollaire. Si F(x, y, 3,...) représente une fonction paire des va- 
riables x, y, z,..., c'est-à-dire si l’on a généralement 


Re, RE NS EN SNS ARE CNE ER 


l'équation (10) sera de la même forme que l'équation (9), et se réduira simple- 
ment à 


(14) F(D,, D,, D,,..)v — bv. 


3° Corollaire. Si les variables x, y,z,... se réduisent à la seule variable 
x, les formules (9), (10) deviendront 


(15) F(D,)u=au, 
(16) - F(—D,)v = by, 


et l'équation (12) sera réduite à 


(17) fiuvdx = 0. 


To 


cé #ÿ: 
0 (336) 


On se trouvera ainsi ramené à la formule (124) du Mémoire sur l’applica- 
tion du calcul des résidus aux questions de physique mathématique. 


4 


4° Corollaire. Si l'on suppose en particulier 


Ro Sa 
A=RANDENT 


hk, k désignant deux-nombres entiers quelconques, on aura 
F(—.x) = F(x), 


et les équations (15), (r6) deviendront 


(18) Du n°10 
(19) D: 9 = ke. 
Or on vérifiera ces dernieres, si l'on prend 


== CDS ML 0 == 008 Ce 
et, si l’on pose d’ailleurs 


Lie De X— om. 


chacune des fonctions w, v reprendra la même valeur pour x = x, et pour 
æ-—= X. Alors, les conditions énoncées dans le théorème 2 étant remplies, 
la formule (17) reproduira l'équation connue 


2T 
(20) if cos Ax. cos kx dx = 0, 
[e) 


qui subsistera pour toutes les valeurs entières de 2 et de, excepté dans le cas 
où l'on aurait 


EN 


L'équation (20) fournit, comme l'on sait, les moyens de développer une fonc- 
tion donnée de x en une série dont les divers termes sont proportionnels aux 
cosinus des multiples d'un même arc. On pourra se servir de la même manière 
des formules (17) et (12) pour développer une fonction donnée de x ou de 
x, Ÿ,Z,.. en une série de termes respectivement proportionnels à diverses 
valeurs de x qui, étant propres à vérifier l'équation (15) ou (9), correspon- 
draient à diverses valeurs de & représentées par les diverses racines d'une 
même équation transcendante. 


| C3 ) | 


$ IT. Sur quelques propriétés remarquables des équations homogènes et de leurs intégrales. 


Supposons que, F(x, y,2,...) désignant une fonction entière et ho- 
mogène des variables x, y,3,...,0n pose, pour abréper, 


REA ON A ge cd 
LEA ® . ” . Fr” , . 
l'équation linéaire aux dérivées partielles 
(1) Vino 


sera ce que nous appelons une équation homogène. Supposons encore que, 
dans l'intégrale 3 de cette équation, l'on remplace les variables indépen- 
dantes x, y,z,... par d'autres p, q,r,... liées aux premières de telle sorte 
que, si r vient à varier, æ, y,Z..., considérés comme fonctions de p, q,r,..., 
varient proportionnellement à r. Les équations qui subsisteront entrex,7, z,.…, 


P, qg,r,... seront de la forme 
(2) CAT Ma En CT, WE NET E 


a, 6, y... désignant des fonctions qui renfermeront les nouvelles varia- 
bles p, g,... distinctes de r; et, lorsqu'on aura effectué le changement de 
variables indépendantes, V deviendra une fonction de p,q,r,..., D,, D,, D,...., 
qui sera entière par rapport à D,, D,, D,,.... D'autre part, si 9 désigné une 
quantité constante, on pourra, dans les équations (2), remplacer simulta- 
nément 

Li MRZS IN DAT ONE, 9 YSN0aNUE, 


et 


r par Gr 


sans changer la forme de ces équations, et par conséquent sans changer la 
forme de l'équation par laquelle V sera exprimé en fonction de PTT, 
* MC Loup 4 . | 
D,, D,, D,,.. D'ailleurs, si l'on nomme #1 le degré de la fonction homogène 
F(æ, y, 2,..), la substitution de 0x,67,0z,.. à x, y, 2, transformera 


D2D,, D;,.°en 


I 1 I 
5 De ÿ D; M7, 
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LI | 


et par suite, l'expression 
TD "D D, 4) $ 


en Le Donc aussi, pour transformer V, considéré comme fonction de p, q, 


À SAT Rqagee Eloi Ve & - 
ED D D,,...,en-—, il suffira d'y remplacer r par ÿr, et en conséquence 


- I Ur . I 
D, par; D,. Donc V, considéré comme fonction de D, et de -, sera une fonc- 
r 


tion homogène du degré m, et l’on aura 
Ps. m I mi —1 I 1 
(3) V=VS D; + «NA D re MODE re ai rm DFE a Vm) 


Vos Vis V4 Vm désignant des fonctions de p, q,..., D,, D,,:…., qui ne ren- 
fermeront plus ni r, ni D,. Cela posé, il est facile de voir qu'on pourra véri- 
fier l'équation (1) en prenant pour & une fonction homogène de x, y, z,.., 
et même une fonction homogène d’un degré quelconque ». En effet, une sem- 
blable fonction sera transformée, par le changement de variables indépen- 
dantes, en un produit de la forme 


DATES 


u, étant seulement fonction des nouvelles variables p, 4,... distinctes de r; 
et, si l’on prend 


(4) D TS 
l'équation (r), transformée à l’aide de la formule (3), deviendra 
LT Cle LEO 
la valeur de EG, étant 
Or = VE nNns Ann it... nn A) 0 (nm FAN; 
Donc, dans l'hypothèse admise, l'équation (1) pourra être réduite à 
(5) DATE "0" 


et, pour la vérifier, il suffira de substituer dans la formule (4) une valeur 
de #, qui représente une intégrale de l'équation (5). Or cette équation (5), 
ne renfermant plus que les nouvelles variables p, q,... distinctes de r, avec 


( 359 ) 
les lettres caractéristiques correspondantes D,, D,,..., pourra être vérifiée 
par des valeurs convenables de z,. On peut donc énoncer la proposition 
suivante. 


1er Théorème. Étant donnée une équation aux dérivées partielles, linéaire, 
à coefficients constants et homogène, entre une inconnue w, et diverses va- 
riables indépendantes x, y, 3,..., on pourra satisfaire à cette équation en 
prenant pour intégrale une fonction homogène de x, y, z,..:et même une 
fonction homogène d'un degré quelconque 7. De plus, la recherche d'une 
telle intégrale pourra être réduite à l'intégration d'une équation linéaire, 
mais à coefficients variables, qui renfermera une variable indépendante de 
moins, et changera de forme avec le nombre 7. 

Ce nest pas tout : puisque lon vérifiera l'équation (1) en prenant 
pour & le produit 

DC ie 


on la vérifiera encore en prenant pour 3 une somme de semblables produits, 
c'est-à-dire en posant 


(6) 5 = Eu,r", 


u,, représentant toujours une intégrale de l'équation (5), et la somme indi- 
quée par le signe È s'étendant ou à un nombre fini, ou même à un nombre 
infini de valeurs rationuelles ou irrationnelles, entières ou fractionnaires, 
positives ou négatives, de l’exposant 2» de r”". Enfin la valeur de &, dé- 
terminée par la formule (6), continuera évidemment de vérifier l’équa- 
tion (1), si l'on multiplie sous le signe Z chaque terme w,r" par un coef- 
ficient constant a,. On obtiendra ainsi pour l'intégrale de l'équation (1) 
une expression de la forme 


(7) Lie Vo 7 ES de 


La valeur du coefficient a, dans chaque terme pourra d’ailleurs être choisie 
arbitrairement, lorsque le nombre des termes restera fini. Lorsque ce nombre 
deviendra infini, la seule condition, à laquelle a, devra satisfaire, sera que le 
système de tous les termes offre une série convergente. 

Au lieu de faire servir l'intégration de la formule (5) à celle de l'équa- 
tion (1), on pourrait réciproquement faire servir l'intégration de cette équa- 
tion à l'intégration de la formule (5). En effet, supposons d'abord que 
l’on connaisse une intégrale homogène z de l'équation (1). On pourra tou- 


An 


( 540 ) 
jours, par le changement de variables indépendantes opéré à l'aide des for- 
mules (2), réduire cette intégrale homogène à la forme w, r”; et alors, comme 
on l'a dit, w, sera une intégrale de l'équation (5). Mais il y a plus: étant don- 
née une intégrale quelconque & de l'équation (1), après avoir exprimé cette 
intégrale en fonction des nouvelles variables p, q,r,..., on pourra, dans un 
grand nombre de cas, la développer en une série convergente ordonnée sui- 
vant les puissances ascendantes ou suivant les puissances descendantes de r, 


et poser en conséquence 
ME TN AE ft 


u, étant une fonction des nouvelles variables p, g,... distinctes de r. Or, en 
substituant la valeur précédente de & dans la formule (1), on en conclura 


ON 
(8) SRG TT NEO 
et comme on aura identiquement 


VEUT) = TT ln be, 
la formule (8) donnera 


(9) D TEST ONU RME NO: 


Cette dernière formule, devant être vérifiée quel que soit r, entraînera né- 
cessairement l'équation (5) ou 


[AS RES. 


On peut remarquer d'ailleurs que développer l'intégrale &, considérée comme 
fonction de p, q, r,... en une série ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes de r, c'est aussi développer la même intégrale, considérée comme 
fonction de x, y, z,... en une série de termes représentés par des fonc- 
tions homogènes de x, y, z,... On peut donc énoncer encore la pro- 
position suivante. 

2° Théorème. Pour intégrer l'équation (5), il suffit d'obtenir une intc- 
grale de l'équation (1), représentée par une fonction homogène de x, y, z,... 
ou de développer une intégrale quelconque de l'équation (1) en une série de 
termes représentés par de semblables fonctions. 

1% Corollaire. On peut toujours intégrer l'équation (1) et même obte- 
nir son intégrale générale à l’aide des formules que j'ai données dans le 
XIX° cahier du Journal de l'École Polytechnique, et dans le Mémoire sur 
l'application du calcul des résidus aux questions de physique mathématique. 


sp 


ft ET A ue SU UE, OU AE TN 


ER mg 
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Donc, par suite, on pourra toujours intégrer l'équation (5). Ainsi le 2° théo- 
rème conduit à l'intégration d’une infinité d'équations linéaires aux dérivées 
partielles et à coefficients variables. Je développerai plus tard cette conclu- 
sion importante, et pour l'instant je me bornerai à l'exemple suivant : 


Si l’on pose 
V = D? + D?, 
alors, l'équation (1), réduite à 
(10) ” (D? + D?)s — 0, 
aura pour intégrale générale la somme de deux fonctions arbitraires  dépen- 


dantes , l'une du binôme x + y ÿ— 1, l’autre du binôme x — % ri. On 
pourra donc prendre pour s la ni homogène 


(11) CRETE Ep 


l’exposant z étant une constante quelconque réelle ou même imaginaire. Si 
d’ailleurs on établit, entre x et y, les relations 


"(12) PUR an cop en brsinp 


a, b désignant deux quantités constantes; on trouvera 


sin p Eau ae à i JT'0S PL Sin? pt 
ou=D, LE +Ÿ2) Dyn| + 1 ( pe in TE LE 


1 I D 
Ho nets (sin2pD,u + u COS 2p ). 


(13) 


Enfin, on tirera des formules (11) et (12) 
(14) sm = (a cosp + bsinp ÿ—1)"r". 


Donc, si l’on suppose la caractéristique C1, définie par la formule (13), on 
vérifiera l'équation différentielle du second ordre 


(15) BEL 0; 


en prenant 


u = (a cosp + b sinp ÿ— 1}", 
et par suite, l'intégrale générale de l'équation (15) sera 
(16) u— A (a cosp + b sinpÿ— 1) + B (« cosp—bsin p\— 1 }", 


À, B désignant deux constantes arbitraires. 
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Si l'on supposait a = 1, b — 1, l'équation (15), réduite à 
Du + n°u =, 


aurait pour intégrale générale, en vertu de la formule (16), la valeur de 
déterminée par l'équation 


u — AemV—i + Be-"wv—. 


ce qui est effectivement exact. | 

Si, à la place de l'équation (1) supposée homogène, on considérait un 
système d'équations semblables, c'est-à-dire un système d'équations linéaires, 
homogènes et à coefficients constants, alors, à la place des 1°* et 2° théorèmes, 
on obtiendrait des théorèmes analogues qui fourniraient les moyens d'intégrer 
une infinité de systèmes d'équations linéaires aux dérivées partielles et à coet- 
ficients variables. 


$ III. Sur une transformation remarquable des équations homogènes, et de quelques autres. 


FRE 2 ; 
Concevons, comme dans le paragraphe précédent, que F(x, y, :....) 
désignant une fonction entière et homogène des variables x, y, 2,.., on 
pose 


ERP (D, D Dr 20 
et considérons de nouveau l'équation homogène 


(1) Van. 


EE 2 


Supposons encore que, dans l'intégrale 3 de cette équation, l'on remplace 
les variables indépendantes x, y, 2, par d'autres p, q, r,.…., liées aux pre- 
mieres et assujetties à vérifier des équations de la forme 


(2) Cr À NE AU: UP ee OU 


2,6, y... désignant des quantités qui renferment seulement les nouvelles va- 
riables p, q... distinctes de r. Après le changement de variables indépen- 
dantes, on aura, comme nous l'avons prouvé dans le & I, 


(3) 15 = V,D: es Vi | E = LCR D? Su a NURt 


r" nr 


m étant le degré de la fonction homogène F(x, 7,z,..), et V,, V,.…, 
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Vis Vm désignant des fonctions de p, g,…., D,, D,,.., qui ne renfer- 
meront plus ni r, ni D,. 
Concevons maintenant que l'on pose 


(4) r= pe", 


s désignant une nouvelle variable, et un coefficient constant. En substi- 
tuant à la variable indépendante r la variable s, et en ayant égard à la for- 
mule 


(5) D,(e“s) — e® (D, + a), 
qui subsiste quelle que soit la constante 4, on trouvera non-seulement 


I 


D,5 = D,sD,5 = <D,5 —-<e-"D,s, 


0 
1 


mais encore 


D? — 3e *D, (D. NE 


Ds <e"#D,(D,— 1)(D,— 2)5, 
etc. 


et généralement 


ï : / N 
Ds — e er D,(D, ah AD mie 1 5, 


ou, ce qui revient au même, 
à Ê m I f \ 
(6) D'o —-, D, (D, — 1)... (D —m+i)s. 
Cela posé, on tirera de la formule (3) 


(7) VASE 


la valeur de [ étant 
(ba VoD,(D;= 1) "(Dm ei) ER DD rev, DEV. 
Ajoutons qu'en vertu de la formule (8) on aura 


(9) D = 00 DE DM ERP Dre: D, + Cu: 
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Dos us +. Qm_1 Om désignant des fonctions de p, ,..., D, D,,: . . qui 
ne renfermeront ni s, ni D,, et qui seront liées à yo, V:,. +. Vm-13 Vm Par les 
formules 


m(m—1) 


Co —= Vo» Ch = Vs — —————— %Ÿo,...s Un = Vm: 


2 
Or l'équation (1), jointe à la formule (7), donnera 
(10) (SE N002 
ou, Ce qui revient au même , 
(x1) (O0D' +0)" +... + 0Un-iD, + Un)5 = 0. 
D'autre part on tirera des équations (2) et (4) 


(12) Li PAEN TE DOC DUO 

Donc, pour transformer l'équation (1), supposée linéaire et homogene, 
en une autre équation linéaire qui soit de la forme (11), et renferme , avec 
l'inconnue ©, les dérivées de & relatives à la nouvelle variable s, sans renfer- 
mer cette variable même, il suffit de substituer aux variables indépendantes 
x, Y,2,.. d'autres variables p, q,.…., s, liées aux premières de telle sorteque, si 
s vient à varier, X,Y, 8, Considérés comme fonctions de p, q,...,s, varient 
proportionnellement à l'exponentielle e’. 


1% Exemple. Si l'on transforme les coordonnées rectangulaires æ, y, 
réduites à deux, en coordonnées polaires r et p, à l’aide des formules 


(13) DETTES p NET = AUTP: 


alors des formules (13), jointes à l'équation 


IE pes 
on tirera 
(14) Mu IDelDosp, AP pe sin P, 
et, par suite, ; 
(15) D? + D? = = e-* (D? + D?) 


p° 
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Donc, si l'équation (1) se réduit à 
(16) (D? + Dis — 0, 
cette équation, transformée à l'aide des formules (14), deviendra 
(17) (D3 + Ds — 0; 
ce qu'avait déjà remarqué M. Lamé. Au reste, il est facile de s'assurer à pos- 
teriori que toute fonction s de æet de’ y, qui vérifie l'équation (16), est 
en même temps une fonction de p, s, propre à vérifier l'équation (17). En 
effet, l'intégrale générale de l'équation (16) est de la forme 
(18) ms — ox + y V—1) + xx — x V—51); 
et comme, en vertu des formules (14), on aura 

D'HINVEU— partie LC NINET— LÉ ma 
il suffira évidemment de poser 

pre )=®(s), x(pe) = X(s), 

pour réduire l'équation (18) à 


(r9) m Dis DU NN EUX (ee DU er): 


Or cette dernière valeur de # est évidemment l'intégrale générale de l’équa- 
tion (17). 
2° Exemple. Comme on tire de la formule (15) 


(D?+ Di} = -7e7#(D}+ D) [e-#(Dÿ+ D)], 


ou, ce qui revient au même, 


(D? + DAY = Let (D3 + DIL[D3 + (D, — 2)°]; 


il en résulte que, si à l’aide des formules (14) on transforme l'équation 


(20) (D? + D}? 5 — 0, 
cette équation deviendra 
(ar) (D? + D?)[D? +(D,—-2)|s = 0. 
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Si, en prenant toujours pour V une fonction homogene déiDe D, DEA 
on substituait à l'équation (1) une autre équation linéaire, homogène ou non 
homogène, et de la forme 


(22) D's — aVs, 


t désignant une nouvelle variable indépendante, 7 un nombre entier quel- 
conque, et a un coefficient constant ; alors, en opérant toujours de la même 
manière, et transformant l'équation (22) à l'aide des formules (12) et (7), on 
trouverait 


: a 
(23) Dis = —e "CO, 
29, ; 


la valeur de © étant déterminée par la formule (0). 


Ainsi, en particulier, les formules (14) réduiront l'équation du mouvement 
de la chaleur, savoir, 


(24) D, 5 = a(D? + D?)5, 
à la formule 


(25) D,5 — <e-%#(D? + D?)s; 


2 


et l'équation du mouvement d’une plaque élastique isotrope , savoir, 
(26) D's + a (D2 + D°}5 = 0, 

à la formule 

(7)  D?s + : e#5(D2 + D?)[D? + (D, — 2) ]æ— 0. 


$ IV. — Sur une transformation remarquable de l'équation aux' dérivées partielles qui repré- 
sente l’équilibre des températures dans ur cylindre de forme quelconque. 


L'équation aux dérivées partielles qui représente l'équilibre des tempéra- 
tures dans un corps quelconque est, comme l'on sait, de la forme 


(1) (D SIDE DD to, 
x, ÿ, 4 désignant trois coordonnées rectangulaires. On peut la réduire à 


(2) Vaste O, 


ne 2 nee D - “4 
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en posant pour abréger 


(3) V—D? + D? + D. 


o 
Si maintenant on nomme p, q, r trois coordonnées polaires, ou même 
plus généralement trois.coordonnées curvilignes liées à x, y,2 par trois 


équations de forme déterminée, on trouvera, quelle que soit la fonc- 
tion &, 


(4) : + 2PD,D,s + 2QD,D,s + 2RD,D,5 


| Vs—LD?s + MD?5 + ND? 
+ £D,s + JMD, + ND,5, 


les valeurs de L,M,N,P,0,R,£, 9, % étant 
( L= (Dep) + (D,p}f + (D.p?, 
(5) M= (D:9} + (D,9Y + (D:g), 
| N= (Der) + (D,r} +(D;r) ; 
P—D;9Dor+D;4D;r+D;-qD:r, 
(6) Q= D,rD,p + D,rD,p + D;rD,p, 
| R= D,pD,q + D,pD,q + D,pD,q; 
£ = Dép + D;p + D’p, 
(7) | ANT PAUL MERE 
9% — D?r + D?r + Dÿr. 


Si les nouvelles coordonnées p, q, r sont telles que les trois surfaces, dont 


on forme les équations en égalant p, q, r à trois constantes, se coupent à 
angles droits, on aura 


(8) IR 0 H=T0 
et par suite la valeur de Vs sera réduite à 


Fa V&=LD's + MD?5 + ND? 
® + £D,s + D,5 + AXD,5. 


Or, dans cette hypothese, en posant, pour abréger, 
S[+ D,pD,g D,r] = -; 
A 
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ou, ce qui revient au même, 


He SD, xD, »D;;|; 


” 
on tirera des équations (8), après y avoir substitué les valeurs de P,0,R 
tirées des formules (6), 


( nee De Pie CPV Pure ADP RES 2 D PERS 
(ro) D,qgD;r—D,rD.g D, D,4D, r—D;rD,q _ D,9D,r—D;rD,gq 
(0 0e PEN 
SIÆD;pD, q Dr] LE RE 


par conséquent, 


D,p D,p | — D:P 
D,9D,;r—D,rD;,g— SL’ D,q9D,r—D,;rD,q— Er >» D;:gD,r—D,rD,gq=— MS 
Cela posé, l'équation identique 
D,(D,qD,;r—D;rD,qg)+D,(D,:qD;r—D;rD;g)+D,(D,;qD,r—D;rD,g)=0 


donnera 


(11) D, RD, DE + D, 


— 0, 


et par suite, eu égard à la première des équations (7), 


D,p D, (oL) + D,pD,{(wL) + D,pD,(olL, 
Fa y = 222 DLL) + Dep DA(e1) (OL) 


D'autre part, on aura encore 


D,xD,p + D,7D,p + D,2D,p=1, 
D'xD 9 D;rD,9-7D/2D/q —=0; 
D,xD;r + D,yD,r+D,2D,r =, 
et par suite 
L'A/ 10) Dp Fe RITES SM D PE ROR, (° OE IOUSE 
(13) D,gD:r—D,rD,g D;gDr—D;rD;g D,qD,r—D;,rD,gq 


aie I 


T7 S(ED,pD,qg Dr) à 
puis on tirera des formules (1o)et (13) 


RER D,p D, 7 P._: D,p 
(14) Dies D/7 MAD E L, 


d 
1 
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ou, ce qui revient au même, 


7 ER 
L # az 


L PRE NB] 
Enfin la formule (12), jointe aux formules (15), donnera 
o£= D,xD,(oL) + D,rD,(oL) + D,2D,(wL), 


par conséquent 

og =D, (o L). On aura de même 
(16) ot D,(wM), 

D) — D,(wN). 


Donc l'équation (9) donnera 
(17) 6Vs = D,(oLD,s) + D,(oLD,s) + D,(wLD,5). 


Par suite aussi, en nommant w, deux valeurs particulières de #, pr opres à 
vérifier l'équation (x) ou (2), on trouvera 


(18) o (pVu — uVw) — 
D, [oL(eD,u — uD,v)] + D,[oM(oD, x — uD,0)] +D,[oN (vD,u — uD,v)|. 
Les équations (17),(18) paraissent dignes d'attention. On peut observer que 
la dernière est analogue à l'équation (6) du $ I”. 
$ V. Sur une certaine classe d'équations linéaires aux dérivées partielles. 
Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles de Ja forme 
(x) FE OVYS 10; 
5 étant une fonction inconnue de plusieurs variables indépendantes 
PE 

F(V) étant une fonction entière de V; et la valeur de V étant 

(2) V= aD? + 6D° + °cD,D,. 


Un changement de variables indépendantes suffira pour ramener l'équation 
(1) à une équation de même forme, dans laquelle on aurait 


( 350 ) 
C'est ce que l’on reconnaîtra sans peine, en faisant usage des formules que j'ai 
données à la page 104 du premier volume des Exercices d'Analyse et de 
Physique mathématique. 


Pareillement, si, & étant fonction de trois variables indépendantes x, 
y, Z, on suppose dans l'équation (1) 


4) °N = 4D% #6} + CD? 5dD,/D'M2eD, D. + 2fD.D,, 


il suffira d’un simple changement de variables indépendantes pour ramener 
l'équation (1) à une équation de même forme dans laquelle on aurait 


(5) V— D? +D? LD. 


On pourrait étendre ces remarques au cas où la fonction 5 renfermerait 
des variables indépendantes x, y, z,... en nombre quelconque, et où V serait 
une fonction homogène du second degré de D,, D,, D... Dans ce cas en- 
core, on pourrait ramener l'équation (1) à une équation de même forme, 
dans laquelle on aurait 


(6) V = D? + D? + D? + … 


D'autre part, si la valeur de V est donnée par la formule (6), alors, pour 


obtenir une valeur de > qui vérifie l'équation (1), il suffira de prendre 
(7) s = IH(r), 
11 (r) étant une fonction de r, la valeur de r? étant de la forme 


(8) Ds rh Néon mas 


ou même de la forme 
(07e LS) ANREs EN EC -R) +... 


et f,g,h,... désignant des quantités constantes. En effet, on tirera de la 
formule (9) 


et par suite, en supposant > fonction de r seule, on aura 


D,5— #—2D,s, Dis =; D,r + ED, (is), 
Ds —/—ED,5, Dis iD,5+ Up, (iD,s), 
Tr 7 r r 
etc. 
“+ 
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Cela posé, si l'on nomme # le nombre des variables x, y,2,..., et si l'on a 
égard à l'équation (9), la formule (6) donnera 


(10) Vois ED,5+rD,(2D,5), 
2 r 


Or, en vertu de la formule (10), l'équation (1) se trouvera réduite à une 
équation différentielle qui ne renfermera plus que la variable r, avec & con 
sidéré comme fonction de r; et l'intégrale générale de cette équation diffé- 
rentielle sera en même temps une fonction des variables x, y, z,..., propre 
à représenter une intégrale de l'équation (r). 

Appliquons maintenant ces principes généraux à quelques exemples. 


1% Exemple. Supposons d'abord que l’on ait simplement 
F(V)— V. 
Alors l'équation (1) donnera 
(n) Va = 0 


ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (10), 


. » (0) | 


I 
—D,5 
r 


NIS 


Or, en désignant , à l’aide de la lettre caractéristique 1, un logarithme népé- 
rien, on tirera de l'équation (12) | 


il ( =) — 1(r) + constante, 
r 


par conséquent 


D, : 0C 
FU Ort 
ou, ce qui revient au même, 
C 
(13) Ds = =, 


C désignant une constante arbitraire ; puis, en intégrant de nouveau l'équa 
tion (13), on trouvera 


(14) En dE 


ra? , 


A, B désignant deux nouvelles constantes arbitraires, dont la seconde B 


(1553. ) 
sera liée à la constante C par la formule 


C 


7 —2 


(15) B — — 
Ainsi l'on vérifiera généralement l'équation 
s (16) , (D’ ue D; + D; +...) s = 04 


en prenant pour & une fonction des n variables x, y, z,.., déterminée par 
le système des formules (8) et (14), dans lesquelles les lettres 


A CN, ANS 
désignent 7 + 2 constantes arbitraires. 
2° Exemple. Si l'on a précisément 7 — 2, alors, en supposant non plus 


B — — 


, mais B—C, on tirera de l'équation (13) 
7—2 


(17) D, 

et l'on en conclura 

(18) ms —A+Bli(r), 

la valeur de r? étant 

(19) At U IR eme STAR 


Ainsi l'on vérifiera l'équation 


. 


(20) (D ED)) 570 


en prenant pour # une fonction de x, y, déterminée par le système des 
formules (18) et (19), dans lesquelles 


AB) 


désignent quatre constantes arbitraires. 
il est bon d'observer que si, dans les formules (14) et (18), on posait | 


Det; AMG 


elles donneraient simplement, la premiere, 


et la seconde, 
L2 


relire 


Les formules (14) et (18), jointes à la formule (9), fournissent des va- 
leurs de 5 qui renferment seulement les constantes arbitraires A, B, f, g, 
k,... Mais on peut introduire des fonctions arbitraires dans ces valeurs de >, 
en les intégrant par rapport aux quantités f, g, hk,.….. entre des limites 
fixes, et considérant B comme une fonction arbitraire de ces mêmes quantités. 


3° Exemple. Supposons maintenant que l'on ait 
F(V)= V”, 
m désignant un nombre entier quelconque. L’équation (1) deviendra 
(21) Vi 108 


et se réduira, si l’on suppose toujours V déterminé par la formule (10), à 
une équation différentielle entre r et & d'un ordre égal à 2». D'autre part, 
si dans la formule (10) on pose 


(22) ME ne Pt 
k désignant une quantité constante, on trouvera 


Vs =k(n+k—2)r" 


? 


puis on en conclura 


Via —k(k—02)(n+k—o2)(n+k— 4)r", 


etc.….., 


Vo — k(k—2)..(k— om+o)(n+k—o2)(n+k— 4)..(n+8k— 2mrer. 


Donc la valeur de 5, fournie par la formule (22), vérifiera l'équation (21) 
si la valeur de # vérifie la condition 


(23) k(k—92).(k— om+a)(n+k—o)(n+k—{4).(n+k—-am)=o0, 
c’est-à-dire, si l’on attribue à l’une des valeurs 


fA=o, RTL, , A—=om—2, 


(24) 
| k=—(n—2), k=—-(n—4),…, k= —{(n— 2m). 

Donc la formule (21), considérée comme une équation différentielle de 
l'ordre 2m, aura pour intégrales particulières les 2m valeurs de # com- 


Ex. d’An. et de Ph. math., T. II. (25e livr.) 46 


prises dans les deux suites 


2 1 21n—2 
L, U}s AU ; 
(25) à ; ; 
r—? u rn—4? + 7 pm ? 


et, puisque cette même équation est linéaire, on obtiendra immédiatement 
son intégrale générale, en ajoutant les unes aux autres ces intégrales par- 
ticulières, respectivement multipliées par 2m constantes arbitraires 

À , REY ETe Anis 

B'APQOLU OMERL TE 
En opérant de cette manière, on trouvera généralement 


5m—=A<+A,r +... + A, re? 


(26) B B, Dei 


pr—2m" 

Donc, pour vérifier la formule (21), considérée comme une équation linéaire 
aux dérivées partielles, ou, ce qui revient au même, pour vérifier l'équation 
P. 2 2 2 “+ TA EUR 

(27) (DS DEAD is" 


il suffira de prendre pour & une fonction de x, y, 3, , déterminée par 
le système des formules (9) et (26), dans lesquelles 


AA SA OUR END NC UD EU UD RAR 
désignent 272 + n constantes arbitraires. 
Il importe d'observer que si l’on pose non plus & = r", mais 
(28) a =1(r), 
on trouvera successivement 
Va—=n—-:2)r"*, 
Ve=(trat-e2) ur, 


etc... , 


Vo —(—2)...(— 2m + 2)(n — 2)(n — 4)...(n — om)r=?". 


Donc la valeur de &, donnée par la formule (28), vérifiera l'équation (21), 
si l’on a | 


(29) (2 — 2)(n — 4)...(n — 2m) =o, 


c'est-à-dire si des deux suites, comprises dans le tableau (24), la seconde 


(655 ? 
fournit, comme la première, une valeur nulle de 4. On doit en conclure 
que si, dans le second membre de l'équation (26), l'une des constantes 
B, B,,..., B,., 
se trouve multipliée par une puissance nulle de r, cette puissance devra être 
remplacée par le facteur variable 1(r). 


On peut généraliser la conclusion à laquelle nous venons de parvenir; et. 
si une même valeur de Æ appartient à la fois aux deux suites comprises dans 
le tableau (24), il suffira d'attribuer à cette valeur pour que l’on vérifie l'é- 
quation (21), non-seulement en prenant 


mais encore en prenant 
(30) s url (Æ} 


C’est ce qu'on peut aisément démontrer à l’aide de l'un des procédés dont les 
géomètres se sont servis pour étendre la formule qui donne l'intégrale géné- 
rale d’une équation linéaire à coefficients constants au cas où deux racines 
de l'équation caractéristique deviennent égales entre elles. En effet, dési- 


gnons, pour abréger, par la lettre K le premier membre de la formule (23), 
en sorte qu'on ait 


K= 4A(k — 2)...{(k— om +a)(n+k—o)(n +k— 4)... +4 — 2m). 


Si la valeur attribuée à appartient aux deux suites comprises dans le ta- 
bleau (24), cette valeur sera une racine double de l’équation 


(31) RENTE 

Elle vérifiera donc encore l'équation 

(39) DIRE 0. 

D'autre part, en posant 5 — r#, on aura, d'après ce qui a été dit plus haut, 
- Ve R rain: 

On aura donc identiquement, quels que soient £ et r, 


(35) À EU à 4 dés e at 
46. 
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Or de cette dernière formule, différentiée par rapport à #, on tirera 
(34) Vefrkl(r)] = [Kil(r) + D;K]r*?7, 

et par suite 

(35) Vr{r(r)lto, 


si l'on prend pour £ une racine commune des équations (31), (32), ou, ce qui 
revient au même, une racine double de l'équation (31). Donc, si la valeur 
de k se réduit à une telle racine, la formule (30) entraînera l'équation 


V ki ND! 


Il est bon d'observer que l'équation (25), dans le cas où l'on y suppose V 
déterminé par la formule (10), est du genre des équations différentielles 
linéaires à coefficients variables, que nous avons considérées dans le ET vo- 
lume des Exercices de Mathématiques (*). Elle pourra donc s'intégrer im- 
médiatement à l'aide des formules très-simples que nous avons établies ; et 
son intégrale générale sera 

rl (4) 
(36 c'e Vin Pav 
GR FOMEURÉ 
le résidu intégral étant relatif aux diverses valeurs de À qui vérifient l’é- 
quation 


K 406 


et o(k) désignant une fonction arbitraire de 4 qui ne devienne infinie pour 
aucune de ces valeurs. Effectivement, si l'on substitue dans la formule (21) 
la valeur de & que donne la formule (36), on obtiendra l'équation identique 


s Krip() 
(K} 


D'ailleurs, en développant le second membre de l'équation (36), on ar- 

rivera ou à la formule (26), ou à cette formule modifiée comme nous avons 

vu qu'elle doit l'être dans le cas où l'équation (31) offre deux racines égales. 
Si l'on pose, dans la formule (26), »# = 1, alors, en ayant égard aux 


(*) Voir, dans ce I*' volume, le Mémoire sur l'application du calcul des résidus à l’inté- 
gration de quelques opérations linéaires à coefficients variables, page 262. 
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observations que nous avons faites, on trouvera, 1° pour Z2—1, ou 
pour n > 2, 


B=A+ —; 


2° pour 2 —2, 


ms —A+Bli(r). 


On sera donc alors immédiatement ramené aux formules (14) et(18). 
Pareillement, si l’on pose dans la formule (26) m—2, on trouvera, 


1° en prenant pour z un nombre entier impair ou un nombre pair supé- 
rieur à 4, 


à B B, 
B=A+A ++ —; 
Fate mn 
2 EL PréNaNt 777) 
* m—=A+Ar +(B+B;r?)l(r); 


3° en prenant n — 4, 


B 
mA HAT ER l(r). 
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MÉMOIRE 


SUR LA 


THÉORIE DES INTÉGRALES DÉFINIES SINGULIÈRES 


Appliquée généralement à la détermination des intégrales définies, et 
en particulier à l'évaluation des intégrales eulériennes. 


La théorie des intégrales singulières, qui dès l'année 1814 s’est trouvée, 
grâce au rapport de MM. Lacroix et Legendre, accueillie si favorablement de 
l’Académie, m'a fourni, comme l’on sait, les moyens, non-seulement d'ex- 
pliquer le singulier paradoxe que semblaient présenter des intégrales doubles 
dont la valeur variait avec l'ordre des intégrations, et de mesurer l’étendue de 
cette variation, mais encore de construire des formules générales relatives à 
la transformation ou même à la détermination des intégrales définies, et de 
distinguer les intégrales dont la valeur est finie d’avec celles dont les valeurs 
deviennent infinies ou indéterminées. Ces diverses applications de la théorie 
des intégrales singulières se trouvent déjà exposées et développées d'une part 
dans le tome I* des Mémoires des Savants étrangers, d'autre part dans mes 
Exercices de Mathématiques, et dans les Lecons données à l'École Polytech- 
nique sur le calcul infinitésimal. 

Il arrive souvent que, dans une intégrale simple, la fonction sous le signe 
f se compose de divers termes dont plusieurs deviennent infinis pour une 
valeur de la variable comprise entre les limites des intégrations, ou représentée 
par l'une de ces limites. Alors il importe de savoir non-seulement si l'intégrale 
est finie, ou infinie, ou indéterminée, mais en outre, lorsqu'elle reste finie ; 
quelle est précisément sa valeur. La théorie des intégrales singulières, qui sert 
à résoudre généralement le premier problème, conduit souvent encore à la 
solution exacte ou approchée du second. Ainsi en particulier cette théorie, 
combinée avec le calcul des résidus, fournit, sous une forme très-simple , la 
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valeur générale d'une intégrale prise entre les limites o et  , lorsque la fonc- 
tion sous le signe f est une somme d’exponentielles multipliées chacune par 
un polynôme dont les divers termes sont proportionnels à des puissances 
entières positives où même négatives de la variable x. 

La théorie des intégrales singulières peut encore être employée avec 
avantage dans l'évaluation des intégrales qui représentent des fonctions de 
très-prands nombres. Elle permet de séparer, dans ces dernières, la partie qui 
reste finie ou qui devient même infinie avec ces nombres, de celle qui décroit 
indéfiniment avec eux. Cette séparation devient surtout facile quand, les li- 
mites de l'intégrale étant zéro et l'infini, la fonction sous le signe f se compose 
de deux termes, dont l’un est indépendant d’un très-srand nombre donné, 
tandis que l’autre a pour facteur une exponentielle dont l'exposant est pro- 
portionnel à ce même nombre. 

L'observation que nous venons de faire s'applique particulièrement à deux 
intégrales dignes de remarque. La première est celle qui représente la somme 
des puissances négatives semblables des divers termes d'une progression 
arithmétique dans laquelle le nombre des termes devient très-considérable. 
La seconde est le logarithme d'une des intégrales eulériennes, savoir, de celle 
que M. Legendre a désignée par la lettre T. En appliquant les principes ci- 
dessus énoncés à la première, on la décompose en deux parties, dont l’une, 
qui décroît indéfiniment avec le nombre des termes de la progression arith- 
métique, peut être développée en série convergente, tandis que l’autre partie 
peut être présentée sous forme finie, et débarrassée du signe d'intégration, 
pourvu que l’on introduise dans le calcul une certaine constante analogue 
à celle dont Euler s'est servi pour la sommation approximative de la série 
harmonique. 

Quant à l'intégrale définie qui représente le logarithme de la fonction 
T'(n), elle se décompose immédiatement, d'après les principes ci-dessus 
énoncés, en deux parties, dont l’une croît indéfiniment avec le nombre n, 
et peut être complétement débarrassée du signe d’'intésration, tandis que 
l’autre peut être développée de plusieurs manières en série convergente. 
Cette décomposition est précisément celle à laquelle M. Binet est parvenu 
par d’autres considérations dans son Mémoire sur les intégrales eulériennes, 
et constitue, à mon avis, l'un des beaux résultats obtenus par l’auteur dans 
cet important Mémoire. À la vérité M. Gauss avait, en 1812, exprimé par 
une intégrale définie la différentielle du logarithme de l'(7), et l'on pouvait 
aisément, par l'intégration, remonter de cette différentielle au logarithme 
lui-même. À la vérité encore, en retranchant de ce logarithme la partie qui 
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croit indéfiniment, telle qu'on la déduit des formules données par Stirling 
et par d’autres auteurs, on devait tenir pour certain que la différence 
décroitrait indéfiniment avec le nombre #7. Mais, en supposant même 
que ces rapprochements se fussent présentés à l'esprit des géomètres, 
ils n'auraient pas encore fourni le moyen de développer en série conver- 
gente, et d'évaluer par suite, avec une exactitude aussi grande qu'on le 
voudrait, la différence entre deux termes très-considérables, dont un seul 
était représenté par une intégrale définie. Avant que l'on püût obtenir un tel 
développement, il était d'abord nécessaire de représenter la différence dont 
il s'agit par une seule intégrale qui se prêtät facilement à l'intégration par 
série. C’est en cela que consistait, ce me semble, la principale difficulté qui 
s'opposait à ce que l’on pût évaluer avec une exactitude indéfinie, et aussi con- 
sidérable qu'on le voudrait, les fonctions de très-grands nombres, et en par- 
ticulier la fonction T(7). Cette difficulté, que n'avaient pas fait disparaître 
les Mémoires de Laplace, de Gauss, de Legendre, est, comme nous 
l'avons dit, résolue dans le Mémoire de M. Binet. Les amis de la science 
ne verront peut-être pas sans intérêt que l'analyse très-délicate et très-ingé- 
nieuse dont ce géomètre a fait usage, peut être remplacée par quelques for- 
mules déduites de la théorie des intégrales singulières, et qu'on peut tirer 
immédiatement de cette théorie la plupart des équations en termes finis 
auxquelles M. Binet est parvenu. 

Lorsqu'une fois on a décomposé le logarithme de T(n7), ou même une 
fonction quelconque de »#, en deux parties, dont l'une croît indéfiniment 
avec 7, tandis que l'autre est représentée par une seule intégrale définie; 
alors, pour obtenir le développement de cette intégrale en série, il suffit de 
développer la fonction sous le signe f en une autre série dont chaque terme 
soit facilement intégrable. Le développement de l'intégrale se réduit à une 
seule série convergente, lorsque le développement de la fonction sous le 
signe f ne cesse jamais d'être convergent entre les limites des intégrations. 
Telle est effectivement la condition à laquelle M. Binet s'est astreint dans 
son Mémoire. Toutefois il n'est pas absolument nécessaire que cette condition 
soit remplie. Si, pour fixer les idées, on représente, comme je le fais dans ce 
Mémoire, la partie décroissante du logarithme de T'(2) par une intégrale 
prise entre les limites zéro et infini, on pourra, dans le cas où le nombre » 
deviendra très-considérable, décomposer cette intégrale en deux autres, 
prises, la première entre les limites o, 1, la seconde entre les limites 1, wo, 
puis développer la première intégrale en une série dont les divers termes, 
analogues à ceux que renferme la formule de Stirling, aient pour facteurs les 


6,407 
nombres de Bernoulli, et la seconde intégrale en une autre série dont les di- 
vers termes aient pour facteurs les nombres que M. Binet a introduits dans 
l'expression du logarithme de T (n). 

Nous ferons remarquer, en finissant, que les principes exposés dans ce 
Mémoire fournissent le moyen de tirer un parti avantageux de la formule 
donnée par Stirling, et de calculer très-facilement la limite de l'erreur que 
l’on commet quand on applique cette formule à la détermination de F'(n). 


ANALYSE. 


$ I. Formules générales. 


Parmi les propositions auxquelles nous avons été conduits par la théorie 
des intégrales définies singulières, on doit particulièrement remarquer la sui- 
vante. 

1® Théorème. Soient x, y deux variables réelles, z2—x+7y—1 une 
variable imaginaire, et f(z) une fonction de z tellement choisie que le 
résidu 

XAY 
3 
€) UE). 


pris entre les limites 
L=LXy LEX, F—=To Y —Y, 


offre une valeur finie et déterminée. On aura généralement 


[  foeevD-yer nie 


(1) | PR CREATOR 
= vif, Dr V1) fleo+7 =) dar 5 , E, (Ja): 
les deux intégrales relatives à x et à y devant être réduites, lorsqu'elles de- 
viennent indéterminées , à leurs valeurs principales. 
De ce premier théorème on déduit immédiatement le suivant. 


2° Théorème. Soient x, y deux variables réelles, 2=x+7V—1 une 
variable imaginaire, et f (z) une fonction telle que le résidu 


LE (JG) 


offre une valeur finie et déterminée. Si d’ailleurs le produit 


Le) 
[e) 


zf(2) où (x+yv—1) f(x+yv—1) 


Je 
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( 362) 


s'évanouit, 1° pour x — + w , quel que soit y, 2° pour y = +, quel que 
soit X, on aura 


@) fred on € (e). 


l'intégrale devant être réduite, lorsqu'elle devient indéterminée, à sa valeur 
principale. 

Corollaire 1%. L'équation (2) peut encore être présentée sous la forme 

A0 Er À ent) any du LA 
(3) à PCT de = an 1 = E, (SJ) 

Corollaire 2°. L'équation (2) ou (3) fournit les valeurs d'une multitude 
d'intégrales définies, dont quelques-unes étaient déjà connues. Si l’on pose en 
particulier , dans l’équation (2) ou (3), 

ne SH 
fear, 
1+x 


a désignant une quantité comprise entre les limites o, 1, on trouvera 
D rV—aR ns \ 
(4) RAA PT (ren 
et par suite 
F nn DEN TA 0 Pix Ur ion 
(5) il. 1+x  sinar”’ ÿh (1x  tangar 
La théorie des intégrales définies singulières fournit encore les conditions 
qui doivent être remplies pour qu'une intégrale, dans laquelle la fonction 
sous le signe f s'évanouit entre les limites de l'intégration, conserve une valeur 
unique et finie; c'est ce que l'on peut voir dans le Résumé des Leçons données 
a l'Ecole Polytechnique sur le calcul infinitésimal (25° leçon). Ainsi, en par- 
ticulier, on peut énoncer la proposition suivante : 
3° Théorème. Soit / (x) une fonction de x qui conserve une valeur unique : 
et finie pour chaque valeur positive de x, et devienne infinie quand x s'éva- 
nouit.. Pour que la valeur de l'intégrale 


(Ju [, Je dx 


soit finie et déterminée, il sera nécessaire et il.suffira que les intégrales sin- 
gulières 


() fra, ® fred, 
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s'évanouissent par des valeurs infiniment petites de &, quelle que soit d’ailleurs 
la valeur finie ou infiniment petite attribuée au coefficient 1 ou ». 


Corollaire. Si l’on suppose en particulier 
(a) f(x) sé Pe- Qe-t7 +Re- CRU ” 


a,b,c,.... désignant des constantes dont les parties réelles soient positives, 
et P,Q,R,... des polynômes dont chaque terme soit proportionnel à une 
puissance entière, positive, nulle ou négative, de x; on déduira sans peine 
du théorème précédent la seule condition qui devra être remplie pour que 
l'intégrale (6) conserve une valeur finie. Cette seule condition sera que la 


fonction 
J (x) 


se réduise à une constante finie pour x — 0. 

Observons enfin que l'on arrive à des résultats dignes de remarque, quand 
on transforme des intégrales singulières, dont les valeurs approximatives 
peuvent être facilement déterminées, en d'autres intégrales. Pour donner 
un exemple de cette transformation, supposons que la fonction f (x) devienne 
infinie pour æ — 0, mais que le produit 


x f(x) 


se réduise alors à une constante finie f. Supposons d'ailleurs que le même 
produit s’évanouisse pour x — « , et que la fonction f (x) ne devienne ja- 
mais infinie pour des valeurs finies de x. Si l'on désigne par « un nombre 
infiniment petit, et par w,v deux coefficients finis et positifs, on aura sen- 
siblement 


(10) SE (LAN (5). 


D'ailleurs l'intégrale singulière que détermine l'équation (10) pourra être 
considérée comme la différence de deux autres intégrales. On aura en effet 


11 JS (@) dre [ : f(x) dx — f ô f(x) de. 


On aura donc encore, pour de très-petites valeurs de ë, 


(11) [. J(æ) dx — fe J'(æ) dæ = f1 (#) 
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D'autre part, soient o (3), x (z) deux fonctions de z qui deviennent nulles et 
infinies en même temps que la variable z, en conservant des valeurs finies 
pour toutes les valeurs finies et positives de z. Si les fonctions dérivées +’ (2) 
et y’ (2) se réduisent, pour z = 0, à des quantités finies 


m=#(o), = Xx\(0), 
on aura sensiblement 
pie) —=ue, X(E)—=ve; 


et par suite , les formules 
f're/uaz fear, 
IACCTOC ES MOT 


combinées avec l'équation (11), donneront à très-peu près 


J j {x GTX @)] — #'(ffe ()]}ds = f1 É) 


puis on en conclura en toute rigueur, en posant € —0o, 


(12) FL HO@/LO!-+e/reN&=1[50) 
Si l’on prend en particulier 
(rx) = — 


la formule (12) deviendra 


3 fée AO NE ARRETE ER EME T LEUR E 

Le Mo moe ro) 

L'équation (13) comprend plusieurs formules déjà connues. Ainsi, par 
exemple, on en tirera, 1°en en X(2)=2, p(z)=l(1+2), 


(14) — = [d=0; 


(1 +2) 


2° en désignant par a, b deux constantes dont les parties réelles soient po- 
sitives, et supposant œ(z) — az, x(z) — bz, 


(15) == &21 À), 


etc. 
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À l’aide d’ intégrations par parties jointes à la formule (15), on peut assez 
facilement calculer la valeur de l'intégrale 


1H 


lorsque, cette valeur étant finie, le facteur f(x) est déterminé par l’équa- 
tion (9). Entrons à ce sujet dans quelques détails. 
Supposons que, dans les polynômes 


ESSONNE 


composés de termes proportionnels à des puissances entières positives, nulles 
ou négatives de x, les parties qui renferment des puissances négatives soient 
représentées par 


CE CUT ABS 
pi Ge ON ASE FR 


Les restes 


« 
ne renfermeront plus que des puissances nulles ou positives, et par suite, la 
valeur de l'intégrale 


INTER ER ER LE TC 


pourra se déduire des deux formules 


ner 0 S 
(16) f, 


qui subsistent pour une valeur positive de la partie réelle de 2, et pour une 
valeur nulle ou positive de m. D'autre part, comme en posant, pour abréger, 


(17) p(x) = Per + Der LH Rex +... 


on tirera de la formule (9) 
JREEN) E AO RATER (RE À) eg CE)» 
on aura encore 
| ["/tæ)de = JPIP-Re+(Q 2 )etr+ (Rae + Jde 
ne de di . P(æ)dx; 
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et cette dernière formule, qui offre pour second membre la somme de 
deux intégrales, dont l’une peut être facilement calculée comme on vient de 
le dire, réduira évidemment la détermination de l'intégrale 


IAUICL 


[a'vtar, 


dont nous allons maintenant nous occuper. 
Concevons d'abord que, la valeur de o(x) étant déterminée par l’équa- 
tion (12), on cherche la valeur, non plus de l'intégrale 


fear, 


f. p(x)dx, à 


: désignant un nombre infiniment petit. Puisque les lettres ®, 9, &,.… repré- 
sentent des polynômes qui renferment seulement des puissances entières et 
négatives de x, la fonction o(x) pourra être décomposée en termes pro- 
portionnels à des expressions de la forme 


à celle de l'intégrale 


mais de la suivante 


ehz 


am ? 


h désignant l’un quelconque des exposants a, b, c,..., par conséquent une 
constante dont la partie réelle sera positive. Donc, par suite, l'intégrale 


i) | e(x)dr 


pourra être décomposée en plusieurs parties respectivement proportionnelles 
à d’autres intégrales de la forme 


Le] he 
j! dx. 
£ x? 


D'ailleurs, en effectuant une ou plusieurs intégrations par parties, on trou- 
vera successivement 


puis on en conclura 


[= SE VE eThz oi (— he: 
a OUI (nat CL (m—1)(m—a}ers 
ie (— ne e—hz ( — h}"—! e—hz d 
(m—1)(m—2)...1.x (m—1)(m —2)...1 +, 
et par suite 
© Ç—hx Poune e—he (— h) e—he Pod LL AVR e he 


de (m—i)en tt (m—i)(m—2)e" (m—1)(m—2)...1.e 


er / m—i D y—hr 
RARE er. 
I E F4 


(m—1)(m—2)... 


(19) 


Donc la valeur de l'intégrale 


+] 
p(æ) dx 
(= 
se composera, 1° de termes finis, dont chacun pourra être développé sui- 
vant les puissances ascendantes et entières de &; 2° de termes proportionnels 
à des intégrales de la forme 


Donc, en nommant 


AR Cie 


les coefficients constants par lesquels ces dernières intégrales se trouveront 
multipliées, et À la somme des termes finis, on aura 


(20) [ed k+4 [° esp B[° LATE ÉtCHA 


Chacune des intégrales que renferme le second membre de la for- 
mule (20) surpasse l'intégrale de même espèce 


d'une quantité qui, en vertu de la formule (15), conserve une valeur finie 
lorsque « s'évanouit. Par suite la somme 


4:10 e“Æ+Bf LR 
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surpassera la somme 
EF pe PL 
4+B+C+...) dr 
(+ 


d'une quantité qui restera finie pour des valeurs infiniment petites de £. Effec- 
tivement si l'on pose 


(21) H= af dx + B [7° M 
la formule (15) donnera, pour £ = o, 
(22) H — — Aa) — B1(b) — etc. 


Ajoutons qu’en vertu de la formule (21), l'équation (20) deviendra 


be ('emdx=K+H+(4+B+ CA JTE de. 


Le 
er 
£ T ? 


elle surpasse évidemment la suivante 


Quant à l'intégrale 


et, à plus forte raison, la suivante 


fete nf) 


par conséquent elle devient infinie pour € — o. Mais, d'un autre côté, elle 
offre évidemment une valeur numérique équivalente à celle de la somme 


f\ er E+f 
€ x I 


par conséquent inférieure à celle de la somme 
1 dx Æ 
il — + CRUL, 
€ ZT I 
et, à plus forte raison, à celle de la somme 


1 dx Lo \ 
f — + e® dx = 1 — |(e) 
LUN 


o 


em ‘4 e* dx 
€ Z 


Donc, par suite, le produit 


vf 


( 369 ) 
s'évanouira toujours avec e, pour des valeurs positives du nombre #; et, 
comme on pourra en dire autant du produit 


| ge" INOL 


ju o (x) dx 


conserve une valeur finie pour &= 0, il est clair que, dans ce cas, en vertu 
de l'équation (23), le produit 


si l'intégrale 


Ke 


s'évanouira lui-même avec € pour toute valeur positive de m. 
Supposons maintenant que l’on développe, comme on peut le faire, les 
exponentielles 


renfermées dans la somme Æ en séries convergentes suivant les puissances 
: 1\7 À I : 
ascendantes de :; et soit (2) la plus haute puissance de -renfermée dansles 
W 1} Ë 
polynômes 
+ ? ;, R ;. 


La somme Æ se trouvera elle-même développée en série convergente par 
une équation de la forme 


No her ie CU RE NH ARE Mike CE 


et, si l'on suppose que l'intégrale 


thx o (x) dx 


conserve une valeur finie pour € — o, alors, la condition 
KEAN—V 0; 


se trouvant vérifiée pour une valeur nulle de £ et pour une valeur positive 
quelconque de m, entraînera la formule 


CR OUR RSR EEE RER RE te 0 


Or si, dans cette dernière formule, on attribue successivement à m» les di- 
verses valeurs 

TU ETUDE LEP 
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on en déduira, l'une après l'autre, les équations 

(24) À PP O WELL = 0, . . ., 44 = 0: 
Donc, dans l'hypothèse admise, on aura simplement 

K=k+ke:s+ke+..., 
et par suite l'équation (23) sera réduite à celle-ci : 
e 
il p(X dx =k+ke+ke+... + AH 


(25) 


VAL QD AIRES RIT A MEN 


Il y a plus; comme, en vertu de la formule (25), une valeur nulle de e rendrait 


infinie l'intégrale 


en même temps que le produit 
< © + CL 
(A+B+C+.. Hi D: AE 
: T 


si le facteur 4 + B + C +... ne se réduisait pas généralement à zéro, 
on peut affirmer que l'hypothèse admise entraînera non-seulement les condi- 
tions (24), mais encore celle-ci : 


(26) ANNE PEN COEUR EC) 


/ 


Donc, dans cette hypothèse, l'équation (25), réduite à la formule 
if p(x)dæ =k+k;s+ke +...+7, 


et combinée avec l'équation (22) qui subsiste pour une valeur nulle de, 


donnera 


(27) : (le (œ)dx = k — 410) = BIE) — Cf —.. 


Cherchons maintenant les valeurs des coefficients 


A eee 


et de la constante £. 


Le D. ED MES Te 
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Il résulte de la formule (19) que, si l'on suppose 


on aura 


Si l’on supposait 


À étant un coefficient constant, la valeur de 4 se trouverait évidemment 
multipliée par À; on aurait donc, 

et eTat 

=) Tva E{ x" ] 


4=)È( 


Par suite, on trouvera, dans l’une et l’autre supposition, 


(28) ANS FJ (Rer“*). 


D'ailleurs le polynôme € peut toujours être décomposé en termes de la forme 


xm)? 


et il suffira d'ajouter entre elles les valeurs de correspondantes à diverses 
valeurs de ®, pour obtenir la valeur de 4 correspondante à une valeur nou- 
velle de @ représentée par la somme de toutes les autres. Donc la formule (28) 
s'étend à tous Les cas possibles. On établira de la même manière chacune des 


équations 
(29) B=Sper NC CHR EN 


Quant à la valeur de la constante #, on peut la déduire encore facile- 
ment de la formule (19). En effet, en vertu de cette formule, si l'on suppose 


m désignant un nombre entier supérieur à l'unité, la partie de qui corres- 


pondra au produit 
Re 


se trouvera représentée par le terme qui ne dépendra pas de £ dans le dé- 
48... 
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veloppement du polynôme 


(a eee 


e—ae (—a)e—a: 
(m—1)(m—2)..1.e 


(m—1)e"t «re (m—1) (m—2)e"? 


+ ... + , 
en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de €, c'est-à-dire 
par l'expression 

(— A) 


1.2..(m— 1) 


(G+i+gte.+ 2), 


TEA 


ou, ce qui revient au même, par l'expression 


(+: + ate+— ) E (= a | 


Mm— I œn 


Si l’on supposait au contraire 
À 


x? 


® — 


) désignant un coefficient constant, la partie de # correspondante au produit 
Pe** serait évidemment 


(30) h+i+gæ+s+ tt) fes) 


Le 


Cela posé, soient 


(42 (9 (24 
si CEE 


z° 
ce que devient successivement la fonction 


pr) = + 9 er  ReTE +... 


quand on réduit chacun des polynômes 
@ 4 
4 D o4 R, se 


à un seul terme, savoir au terme qui renferme comme facteur 


I I I 
Fe OU 7° ou 2° 
Non-seulement on aura 
[AA / 4 
(31) PAIE er AN RE Tee, 


mais de plus la valeur générale de k, composée de diverses expressions seni- 


( 37 ) 


blables à l'expression (30), se trouvera évidemment déterminée par la formule 


(32) k = E(£ 7 D +.) +iÈ É #0] + etc. 


Eu égard aux formules (28), (29) et (32), l'équation (27) donnera 


(33) 1h CTI — E(= + = +...) A CE +...) +. 


— L (Le l(a) + 2e 1(b) + Re] (c) x). 


Pour montrer une application de la formule (33), supposons 


ra = hr Get 


On aura, dans cette hypothèse, 


DNA EENIE 
CAR EE CPE NP SUR Re" Qu A 
a mr ie Ame # 
Will re je p——(1—-ef)e#, 


LEE RS te NPA ESS 


et par suite la formule (33) donnera 


LA T I I “ere ei CE LE ait 
JE Te IR ne 
Soient maintenant z un nombre très-considérable, et 
(34) fn) — {} “RP + Qe-*)dx 


une fonction déterminée de n, représentée par une intégrale définie, dans 
laquelle le facteur R conserve une valeur finie, pour x — 0, P,Q étant d’ail- 
leurs deux fonctions de x développables suivant les puissances ascendantes 
et entières de x. Si, en nommant 9 la partie de la fonction Q qui renferme 
des puissances négatives de x, on pose 


(35) F= fi R(P+Re") de, 


(36) s)= f. R(Q — 2e dr, 


( 574) 
on aura 
(37) f(R) = F(r) + 5(n); 
et la fonction & (n), qui s'évanouira pour 7 = æ , deviendra infiniment pe- 


tite pour des valeurs infiniment grandes de n. 


$ IL. — Sur la sommation des puissances négatives semblables des divers termes d’une 
progression arithmétique. 


Pour montrer une application des formules établies dans le $ E*, sup- 
posons 


I I J 


(1) A CODE are fo Here era ri 


., a désignant deux quantités positives. Si l’on fait, avec M. Legendre, 


T'(a) ie LOTO. 


on en conclura 


ce] 
T (a 
(L axe dx = TU), 
0 a? 
ou, ce qui revient au même, 


ARTE RM OMS 
REA ITU A) 0 € #+ 


BL, par suite, on aura 


ce] 
f (n) > a J. AIN MELUN" era HE dE: 


Mais, d'autre part, on trouvera 


nee etre 2 DEAN 
1—eT% 
On aura donc encore 
(2) in A it Core GR dx. 
On réduira la formule (2) à la formule (34) du $ KE, en posant 
no acer le ie 
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Alors, en développant la fonction Q suivant les puissances ascendantes de x. 


et nommant ? la partie du développement qui renfermera des puissances 


négatives de x, on trouvera 
I I 
DRE 
x° 2x 


Cela posé, les formules (35), (36), (37) du $ I* donneront 
(5) Ê(n) = F(n) + s(n), 

les valeurs de F(7) et de 5(n) étant 
(4) F (n) == Ta) LOT es] CS É UE :) a) dx, ; 
OO so=Tf, et(i+i- = je v+0e de 


En vertu des formules (4) et (5), on aura évidemment 


G so)=-Fo)= x fatte-æ(ts! — =) de 


En partant de l'équation (4), on peut obtenir en termes finis, sinon la valeur 
de la fonction F(7), du moins celle de la différence 


F(z) — F(o), 


et par conséquent ramener la détermination de F(7) considérée comme 
fonction de #, à l'évaluation de la constante représentée par F(0). En effet, 


on tire de l'équation (4) 


y 1 sr. a— NT 0 Cu : NX 
(7) Fn) = Fb)=7 fe + 'e “(+ —e ) dx. 
Comme on aura d’ailleurs évidemment 


NE —- —NX _ ( ) 
o 


(@ + r)"? 


on en conclura, en intégrant par rapport à # et à partir de z — 0, 


a —nt { i—a y 1— 
d, 1—e œHn) taire 
Jl LT dx = : La}, 
A 


CA I —4 


puis, en remplaçant & par 4 +1, 


ce] 
1: 41 e#x(r 14 e"*)dae = [œ fe (ce + n) &} n (a): 


( 376 ) 


Cela posé, la formule (7) donnera 


(8) C0 CN CPR Le ma Ch 


Po man # / 2 


? 


et l'on en tirera, eu égard à la formule (6), 


(œ 2 n)—2 — a\—a (ce Tu n)7 DE 
I1— «a 2 


(9) Eine — & (0). 
ën substituant la valeur précédente de F(7) dans le second membre de 


l'équation (3), et ayant égard à la formule (r), on trouvera 


I I I sa (æ+ nr) — gaie (æ + A) ie — 47% 
(10) a AU le ON ME CEE 1—4@ 2 


j + &(n) — &(0). 


Si dans l'équation (10) on pose a = 1, elle donnera 


; En " — = (a+ n)— (a) + 


(11) ÉRe GA —I 
+ &(n) — &(o), 


7 


2a(a + n) 


la valeur de & (n) étant 


AU I I 
fo, FE NE ESSE) are 


Si l’on pose en outre 
CH 0 à 
on trouvera 


(R3) ATOS LRO PE PR TP OURS 
2 3 ñ 27n+H1I 


+ &(n) — (0), 
la valeur de x (n) étant 


(14) & (7) Si (: n . nn =, CUT. 


[e] 


L'équation (13), dont le premier membre est la somme de la suite har- 
monique 


ne diffère pas, au fond, de la formule qu'Eulér a donnée pour la sommation de 
cette suite. et ramène cette sommation au calcul des deux intégrales repré- 
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sentées par % (7) etz (0), dont la première devient infiniment petite pour des 
valeursinfiniment grandes de n. Ajoutons qu’en vertu de la for mule (14), on aura 


AR | I I 
&(o) nl (2 D —=) er Fu, 
É o re 2 1— 6e? 


ou, Ce qui revient au même, 


7 M OPEN) dx. 


En posant e* = {, on réduit l'intégrale. 


comprise dans le second membre de l'équation (15), à la forme 


- lt I . I 
V4 +] 


Cette dernière intégrale a été calculée par Euler, qui a trouvé sa valeur sen- 
siblement égale au nombre 


0,012 12004 


fl est bon d'observer que dans l'équation (10), comme dans l'équation (13), 
l'intégrale représentée par (7) devient infiniment petite pour des valeurs 
infiniment grandes de n. Quant à l'intégrale représentée par & (0), elle est 
indépendante de 7 et analogue à la constante introduite par Euler dans le 
calcul relatif à la sommation de la suite harmonique. 

Nous remarquerons, en terminant ce paragraphe, que les intégrales re- 
présentées par &(o) et & (2), dans la formule (10), peuvent être dévelop- 
pées de plusieurs manières en séries convergentes. On y parviendra, par 
exemple, en suivant la méthode employée, dans un cas semblable, par 
M. Binet, et développant, dans la fonction sous le signe f, le coefficient de 


l'exponentielle 
en (n —+ w) “ 


en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de la quantité 


variable 
a M 


On pourrait aussi commencer par décomposer l'intégrale & (7) en deux 
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autres, dont la première serait prise entre les limites x = 0, x = 1, la seconde 
entre les limites x = 1, x = « ; puis développer dans la seconde intégrale 
la fonction sous le signe f, comme on vient de le dire, et dans la première 
intégrale, le rapport 

1 
de 

en une série ordounée suivant les puissances ascendantes de x. On sait d’ail- 
leurs que, dans cette dernière série, les coefficients des puissances entières 
de x s'expriment très-facilement à l’aide des nombres de Bernoulli. 


$ III. Sur les intégrales eulériennes. \ 


Les intégrales, nommées eulériennes par M. Legendre, sont, comme l'on 
sait, de deux espèces. Mais, comme les intégrales eulériennes de première 
espèce peuvent être exprimées en fonction des intégrales eulériennes de se- 
conde espèce, nous nous-bornerons à considérer celles-ci que M. Legendre 
représente à l'aide de la lettre T, et à faire voir comment des principes éta- 
blis dans le premier paragraphe, on peut déduire les propriétés diverses de 
la fonction de n déterminée par la formule 


(1) T'(7) 1 ve dr: 


oO 
Lorsque l'on pose n=1, l'équation (1) donne immédiatement 
(2) ne Er 


Lorsque 7 se réduit à un nombre entier plus grand que l'unité, alors, 
pour obtenir la valeur de T'(2), il suffit d'appliquer une ou plusieurs fois de 
suite l'intégration par parties au second nombre de la formule (1). On arrive 
ainsi aux formules connues 


(3) Ba} Ar ECS 29) PATES TONI 
et l'on trouve généralement | 
(4) DA) ET 2 en Er): 


Au reste, on peut encore arriver facilement à la formule (3) en partant de 
l'équation 


(5) | 1) M np FAR 


? 


| — 
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dans laquelle 4 désigne une quantité positive quelconque. En effet, on tire de 
cette équation différentiée 7 — 1 fois par rapport à #, 


(6) fe ax"! e-**dx — = Ati 


puis, en posant # — 1, on se trouve immédiatement ramené à la formule (4). 
Supposons maintenant que la lettre #7 représente une quantité positive 
quelconque, qui puisse varier arbitrairement depuis 7 — 0, jusqu'à 2 — «. 
En différentiant, par rapport à z les deux membres de l'équation (1), on 
trouvera 


(7) | DA il à Liber ar: 


D'autre part, en remplaçant x par z, et Æ par x dans la formule (5), 
on aura 


puis, en intégrant par rapport à x et à partir de æ = 1, on en tirera 


LT & — (x), 


ce que l’on pourrait aussi conclure de l'équation (15) du $ 1%. Donc la for- 
mule (7) donnera 


Eu k. dzd2 
D, T (7) =), f LRO VE ere) 


et, comme à l'équation (1) on pourra joindre la suivante 


n) 


an s ce] ( 
Are te dr = A PURES HAN EE 7, 
0 o (7 + z)" 


on trouvera définitivement 


DATE rfi aie == | 


ou , ce qui revient au même, 


(8 DIT (a) = Et AE. 


Si l'on intègre par rapport à n, et à partir den 1, les deux membres de Îa 


49. 
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formule (8), alors, en ayant égard à l'équation (x), on trouvera 
F _z (1 +) dz 
G) MAECS NE lire Pre le 


Il est facile de vérifier la formule (9), dans le cas particulier où l'on prend 
n — 2. Alors en effet elle donne, eu égard à la première des équations (3), 


© Les e” 
(10) e) #} E — me | dz, 
et se réduit par conséquent à la formule (14) du $ I®. 

Le second membre de la formule (9) renferme tout à la fois, sous le signe f, 
le logarithme népérien 1(1 + z), et l'exponentielle e*; mais il peut être fa- 
cilement débarrassé de cette exponentielle. En effet, si l'on combine entre 
elles, par voie d'addition , les.formules (9) et (10), après avoir multiplié la 
dernière par — (7 — 1), on trouvera 


(11) IT) =. Ce OR oee RL ane BE _ 


Si l’on veut débarrasser le second membre de la formule (11)de la fonction 
transcendante 1 (1 + 2), il suffira de poser 
LG + 2) = x, 
ou, ce qui revient au même, 


ILZ = CNRS TC 
On trouvera ainsi 


(12) IT (72) = [Te - 1)e* — Te] ” 


Il est bon d'observer qu'en différentiant l'équation (12) par rapport à 1, on 
obtiendrait la suivante 


D, IT (7) = 1 : (= Ë =) dæ. 


Cette dernière équation, qui peut se déduire directement des formules (8) 
et (10), se transforme, quand on y pose 


ST He RS 
PL 


en une autre donnée par M. Gauss. Donc, réciproquement, en posant 


Al — 1(x) 


C0) 
dans l'équation de M. Gauss, on pourra de cette équation, intégrée par rap- 
port à », tirer immédiatement la formule (12). 
On peut aisément déduire de la formule (r2) les diverses propriétés connues 
de la fonction l (7); et d’abord, si l’on y remplace # par ñn+ 1, on trouvera 


(9) rem) [9 [ee CEE 


6e TL 


puis on tirera des formules (12), (13) 


Gr) re [ET dx = 1(n); 


par conséquent 


(14) .  IT(r+n)=IT (r)+l(n), 
et 
(15) T(1+n)=nT(n). 


On arriverait immédiatement à la même conclusion, en différentiant par 
rapport à À la formule 


test —1 ee“ dx = = Nu e-? dx — Fe 
0 Fr kr 


et posant ensuite À —1. 


Concevons à présent que, z étant inférieur à l'unité, on remplace, dans la 
formule (13), 7 par — n. On trouvera 


# PAR DS de AT dr 
(16) Ir(G—n)= f, | -xe | 


T 


puis, en combinant entre elles par voie d’addition les formules (15) et (15), 
on aura 


(17) IT(1+ 7) +IT(1-— 7) = jo 


D'autre part, si dans la seconde des formules (5) du $ I‘, on pose successi- 


Le) e—(i+ta)z Le (—n)z 965 dr 


1—eT* E 


I . 
vement T={, X— 7» onen ttrera 
CNE GR Ne ES RIT 
ati fer.} out i—10Weltang art 


pe Le PAA dt = 2T 
o 1—t _ tangar 


par conséquent 


(”»] _— _— — 1! — 4 
Tr D Se lR° 1447 —t 
DL E RER ÉNGILE NES, s 
tang aT 1 oO 1—t o 1—{ 


Donc, eu égard aux formules 


“% $ ta PES Pan ya 
Re 
1 —{ LERT 


L 
[. pee LA > À 
Fi 0 
L CR al 
tang ar a 0 I —t 


TPE T I 
PAR Re | NUS ME Es 
o I — tang ar 44 


Si, dans cette dernière formule, on pose £— e-", 


on aura 


et 


ä = ñn, on trouvera 


DNS AP nr Ce (in) z x ï 
A oc PP 
0 I—e* tang 27 ñ 


puis en intégrant par rapport à », et à partir de 7 — o, 


le er (i+a)z LL pe (i=n)z — 96€ dx | nr 
Le] 


1 CR sc NON SNRiraR 


Cela posé, la formule (17) donnera 


(18) IT(i1+n)+IT(i—n)=1l 


? 
Sin 77 


et par suite 


(19) MO RR M ID INF (EM Mens 


sin 27 


De cette dernière équation, jointe à la formule (15), on tire immédiatement 
la suivante 


(20) C'(n) T(1 —- 7) — Le 


5 ) 
Sn 27T 


qui peut aussi se déduire, comme l'on sait, de la première des formules (5) 
du $ I*. En effet, la formule 


© r8—t dr 
— TEETET ENS.) 
sin nT o [+ x 
# 
Le 
s oi 
e 
Li 
6 
+ . 
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jointe à l'équation (), de laquelle on tire 


1 FRS val 
lt éN Er dr 
1+ x o 
donne 


x Ce] Ce) co À 
—— — 10 1l LOMRer er Tax AI) (7) [ Ze ULzE= T'(n) T'(1 —/ ni, 
sin 27 0 0 10 £ ; / 


… 


En posant, dans l'équation (20), n — À, on retrouve l'équation connue 


(1) POELE 


Les équations (14) et (18) ont cela de remarquable, qu'elles fournissent les 
valeurs des quantités 


IT Ge +1) —1F(n), IF(r+ 2) + IT (1 —:n), 


dont chacune représente une fonction linéaire de deux valeurs différentes 
de 1T' (7). Nous montrerons plus loin comment, à l’aide de la formule (12), 
on peut découvrir et calculer d’autres fonctions linéaires formées avec di- 
verses valeurs de IT (7); et, en terminant le présent paragraphe, nous ferons 
voir que la marche tracée dans le $ I, fournit immédiatement la décompo- 
sition de l'intégrale qui représente IT (7) en deux autres, dont l'une devient 
infmiment petite pour des valeurs infiniment grandes de n. Effectivement, si 
l'on pose, pour abréger, 


DEEE: het, AE 7 () — bn aie 
QE (2 : =) x ? 1 æ(i1— et) 


la formule (12), réduite à 


(9) 


(22) IF (7) = | à (P+ QT) dx, 


æ 
deviendra semblable à la formule (34) du $ I‘; et pour obtenir la décompo- 
sition ci-dessus mentionnée, il suffira de développer la fonction Q suivant 
les puissances ascendantes de x, Si l’on nomme 9 la partie du développe- 


ment composée des seuls termes qui renfermeront des puissances négatives 
de x, on aura 


# ‘ 
( 384 ) 

et 

(23) IT (a) = F(n) + s(n), . ; 


les valeurs de F(n), & (7) étant déterminées par les formules 
(24) F()= [, P+ee"*)dx, 


(25) &(n) — [0 (Q —9)e "dx, 


dont la seconde fournira une valeur de & (7) qui s'approchera indéfiniment 
de zéro , tandis que le nombre n croîtra indéfiniment. Ajoutons que si, dans 
les formules (24) et (25), on substitue les valeurs de P, Q et 2, on obtiendra 


les équations 


: #4 ; d, 
(26) F(7) ue Ce — ——=) ee (: Me ï) ET] _ 


dont la seconde a été donnée par M. Binet. 

Lorsqu'on suppose 2 — +, il est facile de calculer non-seulement la valeur 
de T (x), alors déterminée par l'équation (21), mais aussi les valeurs de F () 
et z(n). En effet on tire de la formule (27) 


puis, en remplaçant x par 2x, 


. fr +) I " 1 APS 
(28) s(=f (-i-heé 
É 2) o 1—e * 2% 2 x 


D'autre part, on a 


eTT et ee? eTT eT 2? 
Le ENT CPS Parure 10e, y — ex? 
et l'on tirera de la formule (27), en y posant 7 — 1, 
ee) 
I I I dx 
Si) LION pere ren) de 
| o \r—er7 T 2 a 
2 
+ ( I 1 :) HRPTLE 
Se = ne ll 2577 ia x 
te) LANCE? 2% 2 A 
M 
% 


par conséquent di 
PRE. (ER Eee 
Or, en combinant par voie de soustraction les formules (28) et (29), on 
trouvera 
& (4) = À jh (= A e+) LE pe . 
ou, ce Qui revient au même, 


L'e] EE — ep 2t e 2? 
LU Buse di 
ses (PET 2) dx. 


D'ailleurs la formule (23) du $ IT donnera 


sh (= il =) dc — @ [—— Lu de (( ni ï) e#1()) 


eo 1(2). 


On aura donc définitivement 
(30) D) = 5 — 5 l(2) 


La valeur de &(À) étant ainsi calculée, celle de F (4) se déduira immédiate - 
ment des formules (21) et (23), desquelles on tirera 


11m=FO +50 =F(G)+3-;31() 
et par suite 
Cars F(D = 4H (27) — 


Il y a plus, on pourra aisément déduire des formules (26) et (31) la valeur 
générale de F(7). En effet, la formule (24) donne 


F—F@= ff ln-pet+(iel(en-e in) €, 
et par suite, eu égard à la formule (33) du $ [*, on aura 
ONCE (CNE Sert) 
0) 
Ez. d'An. et de Ph. math.,T. 11. (24° livr.) 5o 


( 386 ) 


PL 


puis on en conclura à ul 
FE =F = n+i+ (Di 


ou, Ce qui revient au même, 


(39) F(n)={(n—#l(n) —n+til(2r).. 9 
Cela posé, la formule (23) se trouvera réduite à 
(33) IT (7) = (n —14)1(7n) — n +{l(2r) + © (2), 


la valeur de x (7) étant toujours déterminée par l’équation (27); et l'on en 
conclura 


(34) L'(n)= (arÿ n° er e° 
En vertu de la formule (34), le rapport dela fonction T (7) au produit 
(ar) n°5 ee" 
se trouve représenté par l'exponentielle 


e° (CA 


dont l’exposant & (n) s'approche indéfiniment de zéro, tandis que » croit 
indéfiniment. Donc, pour de très-grandes valeurs de 7, ce rapport se réduit 
. sensiblement à l'unité. Cette conclusion remarquable est, comme l'on sait, une 
conséquence immédiate d’une formule donnée par Stirling. 


$ IV. — Sur le développement de 1T (n) en série convergente, et sur la formule de Stirling. 


Comme on l'a vu dans le paragraphe précédent, le calcul de IT (7), et par 


suite le calcul de la fonction l'(n), se trouve réduit à celui de la fonction # (n) 
par la formule 


(1) IT (an) =(n — À)l(7n) — n + Ll(27) + © (n), 


dans laquelle on a 


( j — V 1 DOURCR EE: -nx dx 
(2) su= fr -i-i)e"t, 


ou, ce qui revient au même, 


(3) min) HARRIS LE dr: 


o a 1—eT7 


La 

« ” . (55) 

Voyons maintenant le parti que l’on peut tirer de la formule (2) ou (3), pour 
développer la fonction æ (7) en série convergente. 

La fonction de x,renfermée entre parenthèses sous le signe f dans Le second 
membre de la formule (2) ou (3), nest développable en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, que pour un module de x 
inférieur au module 27 de la plus petite racine de l'équation 


. 
sn 


Ie 0. 
Mais il suffit de multiplier la fonction dont il s'agit par le facteur 
I — e* 
ou bien encore par le facteur 
e—1—=e(1—e"*), 


pour obtenir un produit qui soit toujours développable en une série conver- 
gente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x. En profitant de cette 
remarque , on peut aisément développerla fonction & (n)en série convergente. 
Effectivement, si l'on développe e* en une série ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes de x, on trouvera 


et par suite 


! 1 
(ie )(5+;) 2 3 
0 M ei an fan 4e del 0e Nb eolgy fa dhjer Yet 7) pol 
x mi (: ;) 2 (: 7) 2.3 É ï) MR EU A 
2 


Donc la formule (3) donnera 


(&) (= s( fx dr À, Lg is dx +). 


Comme on aura d'autre part 


e"z 


Eos lin en one LENS do EE AE) rios: 


on en conclura, pour une valeur entière quelconque de m, 


de) an et I 1 
G) li 1.2..mMm 1—€e * dx MN nr Et 4 (A+ Dr 


5o.. 


(388) : | 


On aura donc 


(6) & (n) = 4 Le E. +... 4 mE re en | +4}. 


Si à l'équation (3) on substituait la suivante 


51 e? L 1 ue 1 . 
{ pe SATA AN ON he 
(7 ) œ (2) nr © x ee — 1j" ? 


c'est-à-dire, en d’autres termes, si, dans l'intégrale qui représente la fonction 
& (n), on décomposait la fonction sous le signe f en deux facteurs dont le se- 
cond fût représenté non plus par le rapport 


mais par le rapport 


ex 


LT CEN 


alors, en développant le premier facteur en une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de x, on obtiendrait non plus la formule (6), mais 
celle-ci: 


(8) a(n)=1 En nanas Hole tet JRSE 


Dans son Mémoire sur les intégrales eulériennes, M. Binet a prouvé que l’é- 
quation(8) fournit la valeur de 5 (n) propre à vérifier la formule (1). Mais, au 
lieu d'opérer comme nous venons de le faire, en déduisant l'équation (8) de 
la formule (3), il a suivi une marche inverse et tiré la formule (3) de l’équa- 
tion (8), après avoir établi celle-ci directement. 

Le succès de la méthode de développement, à l’aide de laquelle uous 
avons déduit la formule (6) ou (8) de l'équation (3) ou (7), tient à ce que nous 
avons évité de comprendre le diviseur 


1—e* ou e* —1 


dans le facteur développé suivant les puissances ascendantes de la variable x. 
1l est donc naturel de penser qu'il peut être avantageux de représenter ce fac- 
teur par une seule lettre. Si, pour fixer les idées, on pose 


de EU 


dans la formule (3), on trouvera 


D a eee] 


Si l’on pose au contraire 


dans la formule (7), on trouvera 


où ee [TE ren EE 


Or ilest facile de développer en série convergente le second membre de la 


formule (9), attendu que, si l'on y décompose la fonction sous le signe f en deux 
facteurs dont l’un soit 


(1 = des 


I I ne I 1 

A (ii) 
sera développable, pour toutes les valeurs de £ comprises entre o et 1, en 
une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de £. En 


effet, on a, d'après la formule de Newton, pour toute valeur de # comprise 
entre les limites o, 1 


l’autre facteur, savoir, 


r 


HET du æ(1 — à) LEE a(1—a)(2— 0), 
* 1) AE 1.2 ÿ 278 ? 
ou, ce qui revient au même, 
(11) j (BARS at at" que, 


la valeur générale de &,, étant 


œ(1 — x) (2 — a)...(m—1— «) 


(12) ST a AOL MEN | 


Or on tire de l'équation (1 r) intégrée deux fois de suite, par rapport à &, et 
à partir de « = 0, 


(a — €) — 1 æ o [* 
= ouf dev [ HALO ELEe. es 


(a) oO 
EURE Le Le = Lt f froides = 8 fe [Tes der 
(1 — €) I(1—t) 2 o Jo o Jo 


( 390 ) 


Si, dans ces deux dernières formules, on pose &« = 1, elles deviendront 


L I 
RAR "ed ag a; da + t dada + etc. , 
I(1 — 6) t o o 


I NIV I " A 2 I ce 
+ lis - 24 des + eff ados Was 


puis, en les combinant entre elles par voie d'addition, après avoir multiplié 
la première par — +, on trouvera 


(13) RE LEMA NUS NUE An TN TRS 
de 2 TITRES one À ï “(ln 


la valeur générale de à, étant 


I LA I I 
= 2 
An 4} j Lin +1 do fu f L on + 1 de, 
o (e) 2 (e] 


ou, ce qui revient au même, 


CNTOL 
(14) 7 = 0 ( in à mx a de, 


attendu que l'intégration par parties donne 


I (4 Le 4 œ 
D HSE EL. 
il h} ACT Al RC Le = [ DMC: 
[e] (0 le) [0] 


En posant successivement m — 0, m—1,m—2, m— 3,..., on tirera de 


la formule (14) 


I I I I I 
Dit el d, 0 Ni, moe NN 7 MR 
0 12° ! ? 8 2.3 120? - 2 4 dû Bi 


….. 


Les valeurs de &5, &, 43,... étant ainsi déterminées, l'équation (9), jointe 
à la formule (13), donnera 


: ET 
et, comme on a généralement 


I 
Î PTE NS et PJ AMEL LR EM à 
) 0 ù n(n+1)...(7+ m) 


16 


( 391: ) 


on trouvera définitivement 


(16) (nu) — JE PE ET RE ce HE de M DRE, TE 
+ n | 12 (nr +1) (x + 2) (nr +1) (72 + 2) (7 + 3) 


La formule (16) est encore l’une de celles que M. Binet a obtenues en opérant 
comme nous venons de le dire. 


Au lieu de chercher à développer, dans l'intégrale que renferme l’équa- 
tion (2), la fonction dans le signe f en une série qni demeure toujours conver- 
gente entre les limites de l'intégration, on pourrait, après avoir décomposé 
cette intégrale en deux autres, appliquer à celles-ci deux méthodes de déve- 
loppement diverses. Ainsi, par exémple, © étant un nombre inférieur à 27, 
on pourra remplacer l'équation (2) par la suivante 


& | 1 I I dx 
m (n) = Jarre 
à 1—eTT #E G7 æÆ 


o 
(ee) 
I I I dx 
LORE ST RARREPAIS ET À ET 


&) T 2 æ 


de laquelle on tirera, en posant dans la seconde intégrale 1—e-T—#, et 
fers .0, 


e — 
/ iTr I PORN AET 
| fifi + en ln dé. 
D'ailleurs, comme on a généralement 


I HET LL GR ; TS 


x 62 302.3.4  422.3.4.5.6 Sert 


L GE 
— CO -— — 
2 2 


les coefficients 


I I I 
ue notre 


OMS O 7 42 me 


étant les nombres mêmes de Bernoulli, on en conclura, en remplaçant x par 
XV—1; 


Or, eu égard à cette dernière formule et à l'équation (13), la formule (17) 


donnera : 


COS RC 
+ fe ( — at — at — LS) (Da. 


Ajoutons qu'il sera facile de calculer les diverses intégrales dans lesquelles 
pourra se décomposer le second membre de la formule (19). En effet, on 


aura d'une part 
Lez dr ii et 
o 2 ' 


x? J x“ #w*. 


or: End PRÉNERTR RE 2 —nx / 
dode EN PMP ER Rte ct 


D | 


(19) 


puis on en conclura, en différentiant m fois par rapport à n, 


oh 
(20) | f ge da = (— 1)" D). 


0 


D'autre part, en nommant # un coefficient quelconque, on aura 


1e PAS, (re A QT (7) 
Rés miens 


puis on en conclura, en différentiant m fois par rapport à 4, 


Lim Fe. n—1 2 EU A LA) PT NEO 
ÿ jh Gr ft) dt — Rd 10 Em Al 4 4 


et par suite, en posant £— 1, on trouvera 


PA NN PET CT OP eee 4 jou Lo 
o) n(n+1)..(r + m) s Æ ? 

k devant être réduit à l'unité, après les différentiations, dans la valeur de 
l'expression 

m (1— A O)Er 

f. WORD 


Il est bon d'observer que si, dans l'équation (22), onçpose Q@—o, on 
retrouvera, comme on devait s’y attendre, l'équation 


” 


Lee Here 1 1 P}S AO 
à PAL 0 DE ER en 


Le développement de la fonction & (n) cesserait d’être convergent si, dans 
le second membre de là formule (19), on supposait w> 27. Le cas où l'on 


» 
( 595 ) 
supposerait © — æ, et par suite O— 1, mérite une attention particulière. 
+ Dans ce cas, l'équation (19), réduite à 
d I I Li I I I 
23) a ——————— — — ee LT RE D 7 TEA — etc... 
CR. A) 6 ".2n 300.4 . n° PRÉE 5.6.n° k 
coinciderait avec une formule de Stirling. Mais, quoique cette formule soit 
inadmissible et dépourvue de sens, quand cn suppose la série que le second 
membre renferme, prolongée à l'infini, cependant lorsque, r ayant une 
valeur considérable, on se borne à calculer un petit nombre de termes de la 
série en question, la somme de ces termes fournit à très-peu près la valeur 
de & (7). Or il importe de savoir quelles sont alors les limites de l'erreur 
commise. C’est ce que nous allons maintenant examiner. 
On a généralement 
cot z 
cot x —d, (AS PEUR OS 


I 
Di T7 æ L—T x —92T zx — 3r 


ou, ce qui revient au même, 


I Ti I I 
RE er ter + 
27 x? — n° 


: T?— T° 7 Te nt LUE 


. I 2 — 
puis on en conclut, en remplaçant x par æYŸ—1; 


Fi I I 1 DU I I I 
(24) LE 2 EX re € Smet Rire tue 
Cela posé, la formule (2) donnera 
# ï 1 I 
(25e (NI à [ ( RE Ha 1 1e. je” dx. 


o \4r? + x? OT IG 7 


\ 


En développant chacune des fractions que renferme le second membre de 


la formule (24), suivant les puissances ascendantes de x?, à l’aide de l'équa- 
tion 


6) I zu 06. x’ Ti 
(2 } ; AL RU Ar NC: 


dans laquelle peut représenter successivement les divers termes de la suite 


ACT AT 0 OT el. 
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, % 
. ( 394 ) , 
En 


ontirera de la formule (24) comparée à la formule (18) les équations continues" 


et 
I 
1+ — ES ru TUE 
pu di). PEER 
(7) TG TZ 30 3.4 ? 
I 1 Thor sf 
MAG ET Paie “el Cher Ut AT . 
NHCLC SR: 


et l'on fera coincider l'équation (25) avec la formule inexacte de Stirling. : 
Mais, à la place de celle-ci, on retrouvera une formule inexacte et rigou- 
reuse, si à l'équation (26), qui devient inexacte dès que Le module de x 
surpasse le module de £, on substitue l'équation 

F i I x? x‘ xm—? x?" 


ES Te EE rer M 
(28) k2 + x? kt 45 y k5 2m + km (2 + sa Le 


qui demeure toujours vraie, quel que soit x. En ayant égard à cette dernière, 
ainsi qu'aux formules (27), et en posant, pour abréger 


1 1 
CS 6? EC TL Far Fa rh 


c'est-à-dire, en désignant par C,, C>, C3,.. les nombres de Bernoulli, 
on tirera de l'équation (24) 


(2 I I I ENT RSC PT = Ci t 
9 Bree PNR ON DEA MERE ONDES D NRURNERS 
w$. CE LEE 


2004-02 EF lns 


la valeur de r,, étant 


x? T 7 


(80) HE lan ne) | Gare 


D'ailleurs, pour des valeurs nulles de x et de Æ, on aura généralement 


x? ZT 2m 


km (A x?) < Fa 2m +2 ? 
et par. suite l'équation (30) donnera 


2m 
he <a LL AEUE Ge ete) 
\ 


2 2m+2 3 22 +2 


…” 1e 


LL  : LES A 
» Our Ce qui revient au meme, 
* L 


. ' Cru TA 
F4 ve Li Fret) 


" * 2 à . , 4 Cr 
Donc, en désignant par 0 un nombre inférieur à l'unité, on aura 


= 


Ces x? 
F, —Ô = ë 
ds . à “és 2.3.4...(2m + 2)’ 


et la formule (29) donnera 


2m — 2 
€! Cr Le CE, LE GEL ERE Cm +4 X°7 


(32) 
un 2 43.4 ds 2.5.4.5.6 ‘‘‘ 2.3.4...2m he 2.3.4...(2m + 2) 


Ajoutons qu'eu égard aux formules {29) et (31), on tirera de l'équation (2) 
(33): &(2)— NUS PE pet pacte Cp pue sex DU “dx 
VA DIT 2n À 3.48 MB.OR 0: L'(om—1)2m08""" AR 4 ( 


El . 
la valeur de l'intégrale 1, re" dx étant assujettie à la condition 
Le] 


ee c 
{ 4 —nT \ ; m +1 8 
(34) Vé Time dx < (2m +1) (2m +2) nm+i 
En-d'’autres termes, on aura 
Gi C2 €; 
3 | s(r) = DAME tr L ND Où ll, ne 01 
35 
| es (— [)" Cm er Lei Jés Le Cm+1 
\ (am —1)2m rm N (2m +1)(2m+ 2)n7H1 


@ désignant encore un nombre inférieur à l'unité, et la valeur de €,, étant 
généralement déterminée par la formule 
di pe 2m 

(36) or tte = ion 
Dans le cas particulier où l'on pose m—o, la formule (35) reproduit un 
résultat obtenu par M. Liouville. Observons d’ailleurs que M. Crelle a publié 
récemment, dans son Journal, un Mémoire où M. Raabe, après avoir établi 
la formule (35) pour le cas où 2 se réduit à un nombre entier, ajoute qu'il 
est très-probable qu'elle subsiste, dans tous les cas, mais qu'il n'a pu réussir 
jusqu'à présent à en obtenir une démonstration générale et rigoureuse. 

Le rapport entre les valeurs numériques des deux termes qui, dans la série 

. ÊTRE 


æ. de 
396 ) F 
( 396 s 

er) ; m » C4 LA 

de Stirling, ont pour facteurs les nombres m1 : 
Cm+1 et Cr ? ‘ « 

, d 4 . * n. 
se réduit à «, 
(2m +x)2m Cm+i 1 | : 8 LP 


(2m +1)(2m +2) Cn m° 


D'ailleurs on üre de la formule (36) 


1 \2n+2 
Cm+1 __ (2Mm+1) (2m +2) +) se (2m +1) (2m +2) 


ce (2x) +0)" Le : a (2r) 


Donc, par suite, le rapport ci-dessus mentionné sera inférieur à l’ex- 


pression 
(2m—1)2m m \°? 
2 < ES ? 
(272) rn 


et les valeurs numériques des divers termes de la série de Stirling iront en dé- 
croissant, jusqu'à ce que l’on arrive à un terme dont le rang m surpasse le 
produit 7n, et à plus forte raison, puisque l’on a x > 3, le produit 3». 
D'ailleurs on tire de la formule (35) cette conclusion digne de remarque, 
que, si l’on arrête la série de Stirling à un terme quelconque, la valeur numé- 
rique de ce terme sera précisément la limite de l'erreur que l’on commettra en 
prenant la somme des termes précédents pour valeur approchée de x (n). . 


La conclusion que nous venons d'énoncer prouve l'utilité d'un calcul à l’aide 
duquel on trouverait commodément une limite supérieure à l'expression 


Cm 


ne 7 
V7 (2m—1)2mn0 


qui représente la valeur numérique du terme général de la série de Stirling. 
Or, en vertu des principes établis, il sera facile d'obtenir une telle limite; et 
d'abord on tire de la formule (36) 


I 2m 
ChMLT 23H02 i+(:) Noir 
cs @ (orme fa 
d j tal SR: De 


par conséquent, 


où, ce. qui revient au même, 


Eh Foie dr | jé 


* 
ss ( 397 ) 
D'autre part, en posant » = 0 ;'dans la formule (35), on en tire 
° Li 
Ci ® 
URSS 
par conséquent, 
1 


et, eu égard à cette dernière formule, l'équation (34) du $ IT donnera 


—}? —-n 127 


(39) T(n)<(ox)°n" AE 


On aura donc 


Le 


) 2m++ —2m 24m 
E 


T(am—+1) = 2m, V(am) — (ar) (om 


? 


et par suite la formule (38) donnera 


I 
2m ++ y 
) —2m 24m 
5 e ss 
2m — 


) E; 


Cela posé, l'expression (37) sera évidemment inférieure au produit 


à; 27 . 
| RIRE AOL NT ETS 
(48) 3 2m—1 () E CE 


qui pourra toujours se calculer facilement par le moyen de son logarithme. 

Nous avons remarqué que la valeur numérique du terme général de la 
série de Stirling , c’est-à-dire l'expression (37), décroît tant que le nombre m 
ne surpasse pas le nombre 37. Il importe donc d'examiner en particulier ce que 
devient le produit (40), quand on suppose précisément m — 3n. Or ce produit 
se réduit alors au suivant 


an 9 00e 


1 (2m 
rs 12 (2% 


reste inférieure à 


et par conséquent, si x surpasse l'unité, le terme dont le rang sera représenté 
par le nombre 37 dans la série de Stirling, offrira une valeur numérique 


L L 


inférieure au produit 


(42) CAES ONE) 


Donc, pour une valeur de 7 supérieure à l'unité, on peut, à l’aide de la série 
de Stirling, obtenir une valeur de 5 (n) tellement approchée que l'erreur 
commise reste inférieure au produit (42). Ajoutons que cette valeur appro- 
chée sera tout simplement la somme des 37 — 1 premiers termes de la série. 
ILest, d'autre part, aisé de s'assurer que le produit (42), qui représenterawune 
limite supérieure à l'erreur commise, sera généralement un nombre très-petit. 
Si, pour fixer les idées, on prend 7 —4, le produit (42) deviendra 


/ 11 
I 
0,97. (+) 5 


et par conséquent l'erreur commise sera inférieure au nombre 


IT 


1) r 
(5) — O, 00000 00000 I. 


Si l'on prend #— 10, le produit (42) deviendra Le 


D EQUE 


10 


et par conséquent l'erreur commise sera inférieure au nombre 
0,00000 00000 00000 00000 00000 0143... 


Ainsi, en résumé, l'équation (35), que nous avons substituée à la formule de 
Stirling, fournira la vaïeur de 5 (n) avec une approximation qui sera géné- 
ralement très-considérable , et même plus que suffisante pour les besoins du 
calcul. 


$ V. Recherches des équations linéaires que vérifient des valeurs diverses de IT (n). 


v “ 


Soient rs 
HR D CIE 


diverses valeurs positives successivement attribuées au nombre ». Les valeurs 


( 399 ) 
correspondantes de IT (2) seront 


1P{a) Ah (b)T LE (ac), 6e, 
et une fonction linéaire de ces dernières quantités sera de la forme 
AIT (a) + BIT(b) + CIT(c) + ..., 


A, B, GC,... désignant des coefficients constants. 
D'ailleurs, en vertu de la formule (12) du $ IT, on aura également 


(1) DO IC — 1)e 7 — TT | Le 


Il y a plus: en désignant par 0 une constante positive quelconque, et rem- 
plaçant x par 0x dans le second membre de la formule (1), on en tirera 


Ce] — 0x — nôx , 
(2) IT (7) =? EC lee = | 2! 


1—e 


Cela posé, soient 
&, 6, . Le 


diverses valeurs de 4 que nous ferons correspondre aux valeurs 
AID TON 


de n. On tirera successivement de la formule (2) 


1T (a) =f, [@- 1e — CS) … 
ré = fé nee ST. 


etc. .., 


puis on én conclura 


(3) AIT() + BITO) Giro r..Æ | x, 


[e) FA 


la valeur de X étant 


( 400 ) 


ou, ce qui revient au même, 


(4) X = Af(a —1)e-ex + 1] + B[(b — r)e-t* + 1] + etc. 


1— e— aux 1— e—bêz 
— À NID ER RE etc: 


1— 607 1— e—6x 
Donc, pour déterminer la fonction linéaire de 
Ia AIMb) NAT 
représentée par la somme 


AIT (a) + BIT (b) + CIT (c) + ..., 


f. Xér, 


dans laquelle la valeur de X est donnée par la formule (4). Or on pourra ef- 
fectivement, dans plusieurs cas, à l’aide des principes établis dans le $ I®, 
déterminer très-facilement l'intégrale en question, et même obteninsa va- 
leur en termes finis, comme nous allons le faire voir. 

Pour que la formule (33) du $ 1° fournisse immédiatement la valeur 


de l'intégrale 
RS 
o T 


il suffit que la fonction X , ou même la somme des fractions renfermées dans 
le second membre de la formule (4), savoir, 


il suffira d'évaluer l'intégrale 


I— e— aux B 1— e— b6x I e—Ccyx 


EC 


I— e— 0% I1— e— 6x 1— e—)T 


se réduise à une fonction linéaire de puissances positives de l'exponentielle 
D'ailleurs, si l’on pose 


la somme dont il s'agit se transformera en cette autre 


b6 c: 
I t 1— 497 
17e TE £° 1— +7 


et, pour que la condition énoncée soit remplie, il suffira que la dernière 


( 4or ) 
somme se réduise à une fonction linéaire de puissances positives de #. Il est 
bon d'observer que, dans cette fonction linéaire, le terme indépendant de # 
sera nécessairement la valeur qu'acquiert la fonction, pour t— 0, savoir, 
A+B+C+..…. 
Soit, en conséquence, 


+... =A+B+... +<Hii+Ki +... 


h, k désignant deux exposants positifs, et H, K,... des coefficients con- 
stants. On aura par suite 


[— eaux 1— 6 bôx 


_—— ER PRES PE NT APN EN FUUS, Here EE rs je 


1 — e—ux 1 —e—6x 


? 


et la formule (4) étant réduite à 
X—A(a—"x)erez+ B(b— x)e-éet. . — Het — Ke — etc... 
la formule (3), jointe à la formule {33) du $ 1‘, donnera 


AIT (a) + BIT (b) +... = H1(h) + KI(X) + etc... 
— Aa — 1)l(x) — B(b — 1) 1(6).... 


On pourra donc énoncer le théoreme suivant. 


1* Théorème. La valeur de la somme 
AIT (a) + BIT (b) + CIT (ec) + 


ourra s'obtenir en termes finis, si l’on peut choisir les constantes 
P , 


CRISE DRE 
de manière que le polynôme 
n b € 
Te lors 1-24 
À _ + B a Ar 
3 1 — 14 1—t I1—(t7 


se réduise à une fonction linéaire de puissances positives de {, par conséquent 
à une expression de la forme 


AND LT EN TERRES 0 PART ENCE LONE 


les exposants , À étant positifs ; et alors l'équation 
1 —+*7 US 
+ B : 


2 I—+ 


LORS SE à OL à FRS ES PURES 
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entrainera la suivante 


6 AIT (a) + BIT (b) + ... = H1(4) + KI(4) + etc... 
(o) La ta NE Bb Te en 
Il est bon d'observer que, si l'on pose #7 —1, dans les formules (26) et (32) 


du $ IF, ces formules fourniront deux valeurs nécessairement égales de la 
fonction réprésentée par F(7). On aufa donc 


/ € _x re dx 
(7) = l(27) — ]J on | (2 + :) e == 1e. it 


Si l’on retranche les deux membres de cette dernière formule des membres 
correspondants de l’équation (1), l'on trouvera 
* 


(8) re ris fi[(r-i+iers IE 
1-— € à x 


puis on en conclura, en remplaçant x par 0x, 
1 e— nôx dx 
= [Ce EE ne Se NO Ts el 
0x e—e—0x| x 


ce ; OUEN E 


(9) Te 
Cela posé, soient 
diverses valeurs positives de 0, que nous ferons correspondre aux valeurs 


4, D, 00 


de n. On tirera successivement de la formule (9) 


el a Aa Goes PRIE 
0 ax 1—e—0x| x? 
sr -f( —&) e e—6xb | dx 
\ 1 — a — —— — C7 TE — CPR RER CET pri 
Vas 0 6x 1—e—6r | x 
LCR 
puis 
T T (b La 
(10) A Ce pl O4 Apr ee 
Var V2r 0 z 


la valeur de X étant 


3 I 1 
NX, — HAN NL — ax B b +86. ER S NE —07% 
38 A ( Fe =) 4 ( AE EE EUR 
(11) — aux — b6zx 
LE e 
+ A + B A 
1—e0 Ir 


Or, la formule (33) du $ [* fournira immédiatement la valeur de l'intégrale 


ee) 
J X AT, 
Le) 


si la somme 


se réduit à une fonction linéaire de puissances positives de l’exponentielle e-, 
ou, ce qui revient au même, si la somme 

Puce 406 e°? 
PRE 


D rd Déh fa 


À 


se réduit à une fonction linéaire de puissances positives de £, c’est-à-dire à 
une expression de la forme 


HT CEMK EEE ST. 


D'ailleurs, dans ce cas, la valeur de X étant réduite à 


CU +) BAR est. 
2 x 
PEU € re ON LOT DE ERP 


la formule (33) du $ I‘ donnera 
fat = af) - 8 (SE) +. 
se AË((a — Ÿ =) _. l (@)) — etc... 


et par suite , 


fr =A4a+B+.—AG@—DHI1G) —BGE-H1E —. 
— H1(4) —K1(4) — ete. … 
52. 
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Donc la formule (10) donnera 


r:(e) ru) 8 ‘4 “ 
Pre + BI te +...—=— H1(4) —KI(% ete... 
— A(a— #1(&) — BG +H@—... 


ou, ce qui revient au même, ; 


AI Ta) + BIT (b)+...— PE 1 (27) — H1(4) — KI (4) —. 
— A(a—1{l(x) — B(b—4)1(6) — etc. 
On peut donc énoncer encore la proposition suivante. 
2° Théorème. La valeur de la somme 


AIT (a) + BIT(b)+ CIT (c) +... 


pourra s'obtenir en termes finis, si l’on peut choisir les constantes 


cb pi SR 
de manière que le polynôme 
+ 2% #76 t / 
A B : C = +.. . 
LS dr Ts) 


se réduise à une fonction linéaire de puissances positives de £ , par conséquent 
à une expression de la forme 


Hé + Ke... 


les exposants , À étant positifs ; et alors l'équation 


ac t be 7 


(12) À 


+ 15 Fat, TE LE 


1—t* 1—t 1—7 
entraînera la suivante 

, AB. 
(13) AIT (a) + BIT (b)+...— er l(ar) — H1(A) — KI(4) —... 
— A(a—+#l(x) — B(b—41(6) —… 


Si, dans les théorèmes 1 et 2 , on remplace les constantes positives 


U; 1h, CAS 


par le rapport 


alors à la place de ces deux théorèmes on obtiendra les propositions suivantes. 
É. 


3° Théorème. Si le polynôme 


1— 242 1—t LAN ET 
+ 


À C + …., 


. 12 1—4 VA 
dans lequel 


DD IC AB DAONNY r- 


désignent des exposants positifs, et A, B, C, des coefficients constants, se 
réduit à une fonction linéaire de puissances positives de #, c’est-à-dire à une 
expression de la forme | 

HER KI TES 0 


h,k,... étant des exposants positifs, et H, K,... des quantités constantes; 
alors l'équation 


ir É— c0 


(14) A + D MAD +... + Hi +R +... 
I — 


I— 6 


entraînera la suivante 


" AIT (£) + BIT?) += HIG)+ KI +... 


A (C4 1)1@-8 (9 —:)1@—. 


4° Théorème. Si le polynôme 


dans lequel 
HD EC ME CANIN re 


désignent des exposants positifs, et A, B, C,..., des coefficients constants, se 
réduit à une fonction linéaire de puissances positives de #, c’est-à-dire à une 
expression de la forme 

HE? + Ke +, 


h, k étant des exposants positifs, et H, K des quantités constantes, 
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alors l'équation 


L Ps cb 
(16) Aie + B “be C " +... = HP KI SES 
1—t 1— 2 T 27 e 
L2 
. + 
entraînera la suivante Fe 


js jar) + BIT (°) Re RE EE 16) KO 
if — A(L—;)1@-8 (2 —2)1@ IPPSTE" 


Appliquons maintenant les formules générales que nous venons d'établir à 
quelques exemples. 
En désignant par 7? un nombre entier, on a 


1—6" 


(18) ere Pr D OR Ar LE 


Si l'on substitue cette dernière formule à l'équation (14). la formule (15) 


donnera 


(19) 1 (n) =l(r) HI) +... + I(n —7r), 


et par suite, 
(20) TA) = 288. (na 
ce qui est effectivement exact. 

En désignant par a un nombre quelconque, on tire de la formule (r8) 


; Le ds pu 
14 1 3 
(21) Drean Pere nee AU ai) D D LM 


ou, ce qui revient au même, 


: Ve LUE 2— 0 
Sal le ER AE LEA Re 


Si l’on substitue cette dernière formule à l'équation (14), la formule (15) 


donnera 


(23) 1T(a + n) — IT(a)= (a) + la + 1) +... + la + n — 5), 
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et par suite, 


(24) RTC ala+i)...(a+n—i), 


* 
ce qui est exact. On arriverait encore à la même conclusion en substi- 


tuant l'équation (21) à la formule (16). Dans le cas particulier où l'on pose 
n —1, la formule (24), réduite à 


r(e+r) 
(25) rte). — 4, 


coïncide avec la formule (15) du $ Hi. 
Si l’on divise par 1 — £” les deux membres de la formule (21), ou, ce qui 


revient au même, si l'on multiplie par 


tt 
1—(t? 


les deux membres de la formule (18), on en conclura 


te ta+i tatn—i ta 


+ ———— NS or — — ©. 
1 —+ ray LS ou 1— It 


(26) 


Si maintenant on substitue cette dernière formule à l'équation (16), la for- 
mule (17) donnera 


OA GE 


(27 | 
— (a :) l(2), 
GS, \ 


attendu que le coefficient de 1(2), dans le second membre, sera équivalent à 
la somme des termes de la progression arithmétique 


(408) 
et l'on trouvera par suite 
a\ (dE DE 11 Er 
g (sr > Jr (ee | (2x) 2 
(2 a ———© © û#——— ————_ ———©  ———__—_————— — RSR EN | 
” T'(a) nTT 3. “ 


Au reste, pour obtenir immédiatement la formule (27), sans être obligé 


de recourir à la sommation d’une progression arithmétique, il suffit d'ob- 
L 


server que lon tire de la formule (28), en y remplaçant # par £n, 


a a KT A+n—I a 


(2q) ne 


Or, si l'on substitue l'équation (29) à la formule (16), l'équation (19) se ré- 
duira précisément à la formule (27). 

Lorsque, dans l'équation (28), on remplace 4 par nx, on retrouve la 
formule 


A [ I A — I n— 1 
rer (e+i).r(s +) (2x) ? 


(30) D TE ee 


? 


que j'ai démontrée d'une autre manière dans le second volume des Exercices 
de Mathématiques (”), et qui a été découverte par M. Gauss. ‘ 

Lorsque dans la formule (14) ou (15) on remplace £ par #°, 0 désignant 
un nombre quelconque, l'effet produit est le même que si les exposants 


CO CR RS, NÉ OM UE 


se trouvaient remplacés par les exposants 
10309, C0 ee COR YOUR EU EIRE 


Il suit de cette seule observation que chacune des formules (15), (17) conti- 
nue généralement de subsister quand on y fait varier simultanément chacun 


(*) La démonstration que fournissent, pour la formule (30), les principes généraux ci- 
dessus exposés, se rapproche beaucoup de celle que M. Lejeune-Dirichlet a donnée dans le 
"Journal de M. Crelle. 
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des exposants 


CAN ONE Ne EDEN TU LE Rat CO RDS 
a" à 
1 3 17, 
dans un rapport donné 8. Donc la formule (1 4) entraîne non-seulement l'équa- 
tion (15), mais encore la suivante 


/ 


! AIT (2) + BIT (2) +... 2 HI (04) + KI(OE) + 
ne - A(r 1) 1(82) — B(z—1) (66e. 


et pareillement la formule (16) entraîne non-seulement l'équation (17), mais 
encore la suivante : 


\ 4 


AIT (2),+ BIT ()+...= RE Cal M HI(Gn RI(GA) 


“une ME) 16e) BE 2 |1(66 

rA(—:)160 —8(—:)169—... 
Au reste, pour s'assurer que l'équation (31) coincide avec l'équation (15), 
et l'équation (32) avec l'équation (14) , il suffit d'observer que l'on tire de la 
formule (14), en y posant 4 — 1, 


(33) H+K+...=A(t—:)+B(S—1)+. 


et de la formule (16), en développant les deux membres suivant les puis 
sances de 1 — {, non-seulement 


CL 


(er) 


4 


À 
(34) ANTON ee TN 700 


mais encore, eu égard à l'équation (54), 


(35) AÉRNANURA AON" Er See 


Nous remarquerons, en terminant ce paragraphe, que toute équation 
linéaire qui subsiste entre diverses valeurs de 1T (7) entraîne une autre équa- 
tion linéaire entre les valeurs correspondantes de la fonction &(n) liée à 


° i 53 
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F4 


: a “ 
"ho 
LEA 
« 
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IT (n), commeson l'a vu dans le SIL, par la formule 


T(n) = (nr —- Le Pepe 

(36) IT (7) (r :) l(n) — n ; L(27) + &(n) 

Ainsi, en particulier, eu égard à cette dernière formule, l'équation (16) en- 
traînera non-seulement les équations (17) et (32), mais encore fes suivantes 


He ae G) A | GO 
ne ONE TONER 
38 (az (©) + B5 () HP RE Bé4. 2 HE IGN... 
| — A(2— 1) 1Ga) — 8 ( — :) 1 (66) —… 
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Turin Je 11 octobre 1831; pet. in-4° de 20/4 pages. 
ce Épujsé. On peut avoir les pag. 55à 204, 4 & 


Résumé D'EX Mémoire sur LA M ÉCANIQUE CÉLESTE, lu à 


Turin le 15 octobre 1831; petit in-49. — Épaise.. 


Mémoire sur LA 'fuéone DE La Lumière; 1830, 
in-89, 55°C 

MÉMOIRE SUR LA DISPERSION DE LA Lumière; 1530, 
in-/0. puisé. 


RECUEIL DE es SUR LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE; || 
1839 , in-4 5 fr. 


ExeRCICES DE Matos 1826, 27, 28, 293. 
4 années , formant 48 numéros in-4°, dont 1a 
pour chaque année, na fr, 

Les mêmes, 5° année, n°849, 50, 51, 4 fr. 5o 

-Chaque numéro se vend séparément 1fr. 50 


RÉSUMÉS ANALYTIQUES; Turin, 1833, 5 numéros in-4° 
+ br. Ouvrage complet, 7. fr. 50 | 


Nouvearx LXERCICES DE A 
1535 et 36; in249brs;n08/ TASSE 


+ Prix de chaqie numéro, 


1 fr. bo 
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© IMPRIMERIE DE BACHELIER, 
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